2. Stacionarioji sklaidos teorija
Sklaidos uzdavinio bendroji formuluoteé

Siuolaikinés sklaidos teorijos metodai skirstomi i dvi riisis: stacionarioji ir nestacionarioji
sklaidos teorija. Skirtumai tarp Siu dvieju teoriju dideli. Jie susije su pacio uzdavinio formulav-
imu, naudojamais matematiniais metodais ir praktinio pritaikymo sritimis.

Stacionariosios sklaidos teorijos taikymo sritis labai plati. Ji naudojama elektronu, atomu,
branduoliy ir elementariuju daleliy susidirimams aprasyti. Tuo tarpu nestacionarioji teorija
taikoma retai ir dazniausiai ypatingiems uzdaviniams, kai reikia paaiskinti specialiy, eksperimentuy
rezultatus. Dar daugiau, nestacionariojoje teorijoje néra sukurta standartiniy teoriniu metodu,
kuriais galétu pasinaudoti ir eksperimentikai.

IS teorijos pusés tarp stacionariosios ir nestacionariosios teoriju néra principiniy skirtumu
ju taikymo prasme, nors stacionarioji teorija yra paprastesné ir geriau iSplétota. Stacionarioji
sklaidos teorija — tai ypatingas matematinis metodas, sklaidos uzdaviniy sprendimo receptas,
kuris techniskai patogus ir vaizdus. Todél pradzioje iSmoksime naudotis stacionariaja sklai-
dos teorija, pirma skaidos potencialu, po to turin¢iomis viding sandara dalelémis uzdaviniams
spresti. Véliau susipazinsime su nestacionariaja sklaidos teorija.

Pradésime nuo papraséiausio uzdavinio, kai dalele sklaido jégos centras. Tegul V(r) bus
dalelés saveikos su jégos centru potenciné energija, p — dalelés masé. Musuy tikslas — surasti
diferencialinj sklaidos skerspjuvi do/d€2 su salyga, kad is begalybés i centra, kuris dar vadinamas
taikiniu, skrieja lygiagretus daleliu, kuriu pradinis greitis vo=ngvg, pluostelis. Cia n=v, Jvo —

vienetinis vektorius, rodantis dalelés judéjimo krypti.

Dalelés sklaidos jégos centru uzdavinio klasikinis sprendimas. Rezerfordo for-

mulé.

Klasikinéje mechanikoje gali biiti zinomos abieju daleliy trajektorijos. Nesant saveikos
dalelés juda tiesiai. Saveika ju trajektorijas iSkreipia, ir po iSsklaidymo dalelés juda kitomis kryp-
timis. TeoriSkai nagrinéjant iSsklaidyma,, dvieju daleliy, judéjimas gali buti pakeistas vienos fik-
tyvios dalelés judéjimu masiy centro atzvilgiu. Tos fiktyvios dalelés masé M = mima/(my+ma),
o daleliy saveika apibudinama potencialu V(r), kur r — atstumas tarp daleliu.

Panagrinésime Rezerfordo iSspresta alfa daleliy sklaidos branduoliais uzdavini. Laiko mo-



mentu ¢ = —oo kiekvienai i taikini krentancio pluostelio dalelei parenkamas prisitaikymo
parametras b. Judéjimo lygtys leidzia kiekvienam b surasti dalelés judéjimo lygti r=r(t), ku-
rios asimptotika t — +0o0 momentu parodo dalelés nuokrypio krypti n, t.y. skaidos polini 6 ir
azimutini ¢ kampus. Nustacius n=n(b), surandamas sklaidos diferencialinis skerspjuvis do /dS).

Rezerfordui (1913 m.) buvo svarbiausia surasti sarysi tarp sklaidos kampo ir prisitaikymo
parametro b. Tam tikslui uzrasomos dvi lygtys, kuriose sulyginami alfa dalelés energija ir

judéjimo kiekio momentas begaliniame ir minimalaus suartéjimo taskuose:
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Isreiskiame v, 18 (2), irasome i (1) ir gauname sarysi tarp rq ir b:
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2 pav. Sklaidos uzdavinio schema.

Alfa dalelé kuloniniame lauke juda hiperboline trajektorija (zr. 2 pav.), todél tarp mini-

malaus suartéjimo atstumo rg ir prisitaikymo parametro b galioja sarysis:
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Sulyging (4) su (5), gauname sarysi tarp sklaidos kampo ir prisitaikymo parametro:
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Mums reikia surasti diferencialini skerspjuvi do/dS), kuris klasikinéje fizikoje yra Ao /A
(AQ = 27wsinAf). Pagal 3 pav. i kampu intervala nuo 6 iki 6 + A6 paklius visos dalelés,
kurios skries i taikini su prisitaikymo parametrais intervale nuo b iki b + Ab. Ab surasime
diferencijuodami b (7):

2Ze? 1 A0

ab= muv? sin2(9/2)7' ®)

3 pav. Plotas, i kuri paklitva issklaidytos dalelés.

Dalelés is Ab prisitaikymo parametro intervalo paklius i Zieda, kurio plotas Ao = 2wbAb.

Tuomet matuojamas diferencialinis skerspjuvis bus:

do _ Ao 2mbAD o)
A0 T AOCOAQ | AL 27 sinOAG

Rezerfordo formule gauname irase b (7) ir Ab (8) i (9) ir pakeite sinf = 2sin(6/2) cos(0/2),

d_a_ 27> 2 1 (10)
dQ  \2mv? ) sin(9/2)

Yra ir kita Sio skerspjuvio uzrasymo forma:

do  (2mzZe?)?
Q" popl -

kurioje pabréziama diferencialinio skerspjtuvio priklausomybé nuo dalelés judéjimo kiekio pradinéje
ir galinéje busenose skirtumo. |p —p’| = 2mwvsin(6/2) yra perduotasis alfa dalelés judéjimo

kiekis, kuri priima branduolys.

Dalelés sklaidos jégos centru uzdavinio kvantmechaninis sprendimas

Kvantinéje mechanikoje néra daleliy judéjimo trajektorijos. Sklaidos procesa apraso banginé

funkcija, kuri stacionariojoje teorijoje yra stacionariosios Sredingerio lygties sprendinys:

H(r)(r) = Eg(x). (12)



Nagrinéjamame uzdavinyje r yra dalelés koordinaté, H(r) — operatorius:

A(r) = Ho(r) + V, (13)
kur )
o(r) = —Z—M 2 (14)

yra dalelés kinetinés energijos operatorius, V= V(r) — dalelés saveikos su jégos centru potencinés
energijos operatorius.

. . . Detektorius
Kolimatorius Taikinys

Saltinis

4 pav. Sklaidos eksperimento schema.

4 pav. pavaizduota sklaidos eksperimento schema. IS jo matome, kad daleliy Saltinis ir
detektorius yra labai toli nuo jégos centro. Pavyzdziui, atomo matmenys 10~® cm, o matuojama
daugiau nei 1 cm atstumu, todél visos saveikos, su kuriomis susiduriama sklaidos uzdaviniuose,
dideliuose atstumuose nuo jégos centro iSnyksta. Prileisime, kad potenciné energija matuojama
nuo jos reikSmeés begalybéje, t.y.

V(r — o0) =0. (15)

Tuomet V(r) > 0 reiks, kad jégos centras dalele stums, o V(r) < 0 — trauks.
Kai dalelés energijs F > 0, Sredingerio lygtis neturi kvadratiskai integruojamu sprendiniu,
t.y.
/|¢)r)|2dr = o0. (16)

Kaip zZinome i§ kvantinés mechanikos, tiktai kvadratiskai integruojamos funkcijos apraSo
fizikinés sistemos realia busena. Kadangi (12) lygties spendinys néra kvadratiskai integruojamas,
sklaidos teorijoje jis vaidina tiktai pagalbini vaidmeni. Jo rysi su sklaidos procese dalyvaujanciy
daleliu, realiomis busenomis dar reikia iSsiaiskinti, kas ir bus padaryta tolimesnése paskaitose.

Irasome (13) i (12) ir perrasome Sredingerio lygti Sitaip:

(Ho(r) — E)ip(r) = =Vi(r). (17)



Gauname nehomogening antros eilés diferencialine lygti. Homogeninés lygties
(Ho(r) — E)¢(r) =0 (18)
atskiras sprendinys ¢(r) yra plokscia banga:
Pr(r) = . (19)

Kadangi (19) sprendinys ¢(r) néra kvadratiskai integruojama funkcija, ji neapraso sklaidomos
dalelés jokios realios biisenos. Stacionariojoje sklaidos teorijoje ja naudosime ploks¢iam lygia-
greciy daleliu, kuriuy judéjimo kiekis p=hk, srautui apraSyti. Ateityje daznai vietoje dalelés
judéjimo kiekio p naudosime k, kuri ir vadinsime judéjimo kiekiu, nors is tikruju jis yra dalelés
banginis vektorius arba banginis skaic¢ius, rodantis kiek Planko konstantu A telpa judéjmo kiekyje
p. Reikia atkreipti démesi i tai, kad (19) funkcijos normavimo konstanta yra parinkta lygi viene-
tui. Tuomet (19) funkciju pilnumo salyga yra sitokia:

3
[ w6 555 = dlr =) (20)

Skaidos procesa, aprasancios (17) lygties ieskosime tokiu sprendiniu, kurie tenkinty Sitokia
fizikina, salyga: tegul labai toli nuo jégos centro, kur i saveika tarp dalelés ir jégos centro
jau galima nekreipti démesio, ieSkoma banginé funkcija yra plokscios (19) ir issiskleidziancios

sferinés bangos funkciju suma, kas kvantinéje mechanikoje vadinama superpozicija:
Y(r)|r—oo = e’¥* 4 sfer.funkcija. (21)

Tam, kad parodytume, jog (17) lygties (21) sprendinys egzistuoja, pasinaudosime laisvos
dalelés judéjimo Gryno funkcija, kuri tenkina homogenine, Sredingerio (18) lygti. Gryno funkcija

yra (18) lygties sprendinys:
(E — Hy(r)) Go(E,r,r') = §(r —1'). (22)
Tuomet ieskomaji (21) sprendini galima uzraSyti Sitokiu pavidalu:
0(e) = 4 [ Go(Boe ) VD), (23)
Sis sprendinys istikriju yra integraliné lygtis funkcijai (r') surasti, bet ekvivalentiska (17),
taciau ji yra patogesné, nes joje atsizvelgta i krastines salygas (21).
Lengva isitikinti, kad (23) tenkina (17) lygti. Tam reikia i (17) lygties kaire puse jrasyti

(23) israiska, ir pasinaudoti sarysiu tarp laisvosios dalelés energijos ir judéjimo kiekio

k2

B=r (24)
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Ateityje mums bus reikalingas ir sutrumpintas (23) uzraSymas:

_ ikr r
BlE) = € s V), (25)
arba
h(r) = ™ 4+ Go(E) Vij(r), (26)
kur
1
Go(E) = m (27)

yra dalelés laivo judéjimo Gryno operatorius.

Integralinés lygtys (23) ir (26) vadinamos Lipmano ir Svingerio lygtimis.

I5 visu galimu Lipmano ir Svingerio lygéiu sprendiniy, reikia parinkti tokius, kurie tenkintu
asimptotikos salyga (21). Kaip sitai padaryti? Tam, kad atsakytume i $i klausima, ap-

skai¢iuosim Gryno funkcija Go(E,r,r’) ir pasiziurésime, kaip ji atrodo, kai r — oo.

Dalelés laisvojo judéjimo Gryno funkcija. Sklaidos amplitudé.

Lengva isitikinta, kad, jeigu Gryno funkcija G(E,r,r’) atitinka operatoriui H(r), o {¢n(r)},

kur n = 1,2, ..., 00, yra operatoriaus H (r) pilnas ortonormuoty funkciju rinkinys

H(r)pn(r) = Entn(r), n=1,2,...,00, (28)
tai galioja taip vadinamas spektrinis skleidinys, arba Gryno funkcijos spektrinis atvaizdavimas:

G(E,r,v') = Z %@bgr/) (29)
n=1 n

Irodymui, kad Gryno funkcija tenkina Sredingerio lygti, paveikime Gryno funkcijos spektrini
skleidini G(E,r,r’) (29) operatorium (E — H(r)). Atsizvelge i ¢ (r) funkciju pilnumo salyga,
gauname (22) pavidalo lygti:

(B - HE)G(E,r.r) = f: - Yo ) = de =), (@0

Cia operatorius H (r) veikia r koordinateg. (30) lygtis yra Gryno funkcijos, atitinkancios H
operatoriui, apibrézimas.

Dabar, pasinaudodami spektriniu skleidiniu (29), surasime laisvosios dalelés Gryno funkcija,
Go(E,r,r'), atitinkancia, operatoriui Ho(r). Miisu atveju operatoriaus Ho(r) (14) spektras yra

tolydinis, todél (29) lygtyje suma reikia pakeisti integralu:

: P (r)es (r') d¢
Go(Bxx) = [ S
2p

(31)



Cia ¢¢(r) pazyméta plokséia banga (19), £ — judéjimo kiekis. Irasome plokicios bangos israiska,

integruojame (31) pagal ¢ (d3¢ = £2sinfdfd¢) ir gauname israiska:

0o piflr—r'|
, e
Go(E,r,v') = 27T2h2 , r’|/ 2uE 5 8dE. (32)

Dabar galima suintegruoti (32) pagal €. Kai ¢ = (2uFE)/h?, integralas diverguoja, nes
turi poliu. Tokiems integralams apskai¢iuoti naudojami rezidiumu teorijos metodai. Gryno
funkcijos Go(FE, r,r’) (31) formule néra apibrézta vienareiksmiskai, nes (32) integruojant kontira,
apie polius galima apeiti dviem skirtingais keliais. Panagrinékime du biidus poliams apeiti.
Pridékime prie teigiamos energijos E maza dydi =+ie, kuri po integralo suradimo sumazinsime

iki nulio. Priklausomai nuo € zenklo Gryno funkcijai prirasome indeksus (+) arba (—):

G(i)(E r,r’') = lim G( )(Eiif;‘,r,r’). (33)

e—+0
Taip pat apibrésime ir du Gryno operatorius:

N 1
GHE) = —— : (34)
E +ie — Hple—g0

Panaudodami rezidiumuy technika, gauname

ik|lr—r’|
(+) n_ K €
Gy (Brx') = = FE=gE (35)
) , L e—ik|r—r’|
Gy '(E,r,r')=— (36)

orh? v —1/|
Dabar parodysime, kad surastosios Gryno funkcijos patenkina asimptotikos (21) reikalavima,.
Tam reikia G((]+)(E, r,r’) irasyti i (23). Bus reikalinga ir GE)—H(E, r,r’) israiska, kai r > r’:

ikr

e S
G((]+) (E’ r, r/)‘r>>7,/ ~ —# " e ik'r . (37)
Cia skaitikliui panaudotas skleidimas
/
|r—r\—r—£+ (38)
r
ir {vestas pazymeéjimas
K = k; (39)

Vektoriaus k/ modulis lygus sklaidomos dalelés judéjimo kiekiui k. Jis nukreiptas stebéjimo
kryptimi, todél jis yra dalelés, issklaidytos vienetinio vektoriaus r/r kryptimi, judéjimo kiekis.
Dar reikia aptarti saveikos potencialus V(r). Paprastumo délei apsiribosime potencialais,

kuriu, veikimo atstumas yra baigtinis, t.y. esant atstumui, didesniam uz d, saveikos potencialas



pasidaro labai mazas. Atstumas d tarsi padalina jégos centro veikima i vidine ir iSorine sritis.
Tokiu potencialuy pavyzdziai yra:

staciakampio formos potencialas

Vo, r<d;
ve)={ o, 0% (10)
Jukavos potencialas
—r/a
V(r) = A——; (41)
Gauso potencialas
V(r) = Voe /07 (42)
Vudso ir Saksono potencialas
1
Vir)=Vy———. 43
=Yy exp(*1) )

Kuloninis potencialas yra potencialo, kuris néra baigtinio veikimo spindulio potencialas,

pavyzdys:

_ 4l 2’262
Vi(r) = 122 (44)

r

Laikydami, kad potencialas yra baigtinio veikimo spindulio potencialas, (23) integruojama
iki r = d. Todél, kai r > d, i (23) galima istatyti apytikria Gryno funkcija (37). Gauname, kad
ikr

ikr I —ik’r’ e'
Dl)lna = € = S [V () . (15)

Isitikome, kad Lipmano ir Svingerio lygtyje Gryno funkcijos panaudojimas uztikrina reikalinga,
banginés funkcijos ¥y (r) asimptotika, t.y. ploks¢ia banga plius sferiné banga. (23) sprendini
pazymime zenklu (4), kad parodytume, kad i ja ieina Gryno funkcija (35), ir perrasome sitokiu
pavidalu:

B (x) = e 4 / GSP(B,r,t) V()P ()P (46)

Sutinkamai su (45) sios funkcijos asimptotika yra:

ikr

PO 0)rme = € 4 F (K ), (47)
kur
F 1) = — :hQ / eV (2 Y (2 P (48)

vadinama sklaidos amplitude. Dideliuose atstumuose nuo jégos centro jos kvadratas nusako
sferinés bangos intensyvuma, atzvilgiu krentancios i jégos centra, plokscios bangos, t.y. ji parodo,

kiek susilpnéja sklaidomoji plokséia banga.



Diferencialinio skerspjuvio sarys$is su sklaidos amplitude.

Pagal apibrézima, diferencialinis skerspjuvis do, atitikantis erdviniam kampui df2, yra lygus
iSsklaidytu daleliu, kurios patenka i $i erdvini kampa, skai¢iui, padalintam i$ krentanciu daleliy
srauto tankio:

d

do = —. 49
%o (49)

Is kvantinés mechanikos zinome, kad srovés tankio tikimybé apibréziama Sitaip:

. ih * *
j(r) = —ﬂ(l/) Vi —pVypr). (50)
Tuomet daleliy, skai¢ius dn yra iSsklaidytu daleliy srauto tankio j; radialioji dedamoji, padau-

ginta i§ atitinkamo pavirsiaus ploto:
dn = j; v dQ. (51)

Laikydami, kad (47) formuléje exp(ikr) aprasSo i taikini krentanciuy daleliy srauto tanki jo,
o antrasis sumos narys apraso iSsklaidytu daleliy srauto tanki jj, atitinkamai jrasome (47)

israiskos pirmaji ir antraji narius i (50) ir gauname:

Jo = % (52)
dn = %\f{k’, k)|2dQ, (53)
Diferencialinio sklaidos skerspjuvio israiskai surasti belieka (52) ir (53) irasyti i (49):
do = |f (K, k)[2dQ. (54)
Dazniausiai diferencialinis skerspjuvis uzrasomas Sitaip:
o~ P (55)

Dabar akivaizdziai matyti, kad sklaidos amplitudés kvadratas yra lygus diferencialiniam sklaidos
skerspjuviui.

Reikia atkreipti démesi i tai, kad ¢ia diferencialinio skerspjuvio (54) isvedimas buvo formalus,
nes (47) asimptotinés iSraiskos desinés pusés pirmaji nari priskyréme krentanciu, o antraji
— issklaidytu daleliu, srautams. Faktiskai reikétu i (50) irasSyti visa funkcija (47). Tuomet
gautoje iSraiskoje j(r) buty nariai jo, ji ir interferenciniai nariai. Butent interferencinius narius
ir atmetéme. Kodél? Kokia ju fizikiné prasmé? I Siuos klausimus atsakysime tolimesnése

paskaitose.



