
9. Rezonansinė sklaida

Rezonansai dvieju̧ surǐstu̧ kanalu̧ uždavinyje.

Iki šiol nagrinėjome dvieju̧ surǐstu̧ kanalu̧ uždavinius, kuriuose galimi elastiniai ir neelastiniai

procesai, t.y. abu kanalai buvo atviri. Atviru̧ kanalu̧ banginės funkcijos un(r) asimptotikoje

yra ǐssiskleidžiančios sferinės bangos. Ǐs (8.7) asimptotikos matėme, kad tuo atveju, kai kanalas

uždaras, un(r) asimptotika yra gȩstanti banga. Dabar nagrinėsime atveji̧ , kai neelastinis kanalas

yra uždaras. Padarysime prielaida̧ , kad sistemos x+ A energija E artima vienai ǐs neelastiniu̧

kanalu̧ hamiltoniano ĥ2 diskretinio spektro tikrinei energijai. Tegul {φλ} ir {Eλ} yra hamilto-

niano ĥ2 tikriniu̧ funkciju̧ rinkinys:

ĥ2φλ = Eλφλ. (1)

Tuomet sistemos x+A surǐstos būsenos energija̧ galima užrašyti šitaip:

E = E0, (2)

o Gryno funkcijos spektrini̧ skleidini̧ apriboti vienu nariu:

Ĝ2(E) ='
|φ0〉〈φ0|

E −E0
. (3)

I̧ rašȩ (3) i̧ (8.17), gauname integralinȩ lygti̧

u1 = ψ
(+)
1,k +

[

Ĝ
(+)
1 (E) V12 φ0

] 1

E −E0
〈φ0|V21|u1〉 (4)

kanalo u1 funkcijai, kurios asimptotika

u1(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= eikr + f(k′,k)
eikr

r
. (5)

(4) lygtis leidžia surasti elastinio sklaidos kanalo amplitudȩ , atsižvelgiant i̧ sa̧veika̧ tarp 1 ir 2

kanalu̧ . Pasinaudodami ψ
(+)
1,k ir Ĝ

(+)
1 (E) asimptotikos ǐsraǐskomis

ψ
(+)
1,k (r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= eikr + fel(k
′,k)

eikr

r
, (6)

Ĝ
(+)
1 (E, r, r′)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= −
µ

2πh̄2

[

ψ
(−)
1,k′(r

′)
]∗ eikr

r
, (7)

elastinės sklaidos amplitudȩ galime užrašyti dvieju̧ nariu̧ suma:

f(k′,k) = fel(k
′,k) + ∆f(k′,k). (8)
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Čia fel(k
′,k) – sklaidos potencialu kanale 1 amplitudė, o ∆f(k′,k) – amplitudės priedas ǐs

sa̧veikos tarp kanalo 2 diskretinės būsenos ir kanalo 1 tolydinio spektro būsenos:

∆f(k′,k) = −
µ

2πh̄2

〈ψ
(−)
1,k′ |V̂12|φ0〉〈φ0|V̂21|u1〉

E −E0
. (9)

Šioje ǐsraǐskoje esanti u1(r) kanalo 1 funkcija turi būti surasta, ǐssprendžiant (4) integralinȩ

lygti̧ . Pastarosios sprendimui panaudosime šitoki̧ triuka̧ : (4) lygti̧ pakeisime dvieju̧ lygčiu̧

sistema:

u1 = ψ
(+)
1,k + λ(E)Ĝ

(+)
1 V̂12 φ0, (10)

λ(E) =
〈φ0|V̂21|u1〉

E −E0
, (11)

kur λ(E) yra pagalbinė funkcija. I̧ rašius (10) i̧ (11), gaunama

(E −E0)λ(E) = 〈φ0|V̂21|ψ
(+)
1,k 〉 + λ(E)〈φ0|V̂21Ĝ

(+)
1 (E)V̂12|φ0〉. (12)

Pasinaudodami Gryno operatoriaus ǐsraǐska Ĝ
(+)
1 (E) = 1/(E(+) − ĥ1) (8.16), surandame, kad

λ(E) =
〈φ0|V̂21|ψ

(+)
1,k 〉

E −E0 − 〈φ0|V̂21
1

E(+)−ĥ1
V̂12|φ0〉

. (13)

Operatoriu̧ 1/(E(+) − ĥ1) galima užrašti spektrinio skleidinio vaizdavime:

1

E(+) − ĥ1

=
∑

ν

|ψν〉〈ψν |

E −Eν
+

∫

|ψ1,k′〉〈ψ1,k′ |

E(+) −E′
ρ(k′)dΩdE′, (14)

kur

ρ(k′) =
µh̄k′

(2πh̄)3
, E′ =

h̄2k′2

2µ
. (15)

(14) ǐsraǐskoje yra integralas pagal energijas. Jis taške E ′ = E(+) turi ypatinguma̧, todėl

jam suintegruoti reikia panaudoti rezidiumu̧ metoda̧ ir polius apieti pagal formulȩ :

lim
ε→0

1

a+ iε− x
= P

1

a− x
− iπδ(x − a). (16)

Bendru atveju bet kokiai funkcijai f(x) (16) formulė yra šitokia:

∫

f(x)

a(+) − x
= P

∫

f(x)

a− x
dx− iπf(a), (17)

kur P žymi integralo pagrindinȩ reikšmȩ .

I̧ rašome (14) i̧ (13) ir pažymime (13) ǐsraǐskos vardiklyje esanti̧ nari̧ šitaip:

〈φ0|V̂21
1

E(+) − ĥ1

V̂12|φ0〉 = ∆ − i
Γ

2
, (18)
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kur realiosios dalies ǐsraǐska yra šitokia:

∆ =
∑

ν

|〈φ0|V̂21|φν〉|
2

E −Eν
+ P

∫

|〈φ0|V̂21|ψ1k〉|
2

E −E′
ρ(k′)dΩdE′, (19)

o menamosios dalies ǐsraǐska̧ žymi:

Γ = 2π

∫

|〈ψ1k|V̂12|φ0〉|
2 ρ(k′)dΩ. (20)

I̧ rašome (18) i̧ (13) ir surandame λ(E) ir ∆f(k′,k) ǐsraǐskas:

λ(E) =
〈φ0|V̂21|ψ

(+)
1,k 〉

E − (E0 + ∆) + iΓ/2
, (21)

∆f(k′,k) = −
µ

2πh̄2

〈ψ
(−)
1,k′ |V̂12|φ0〉〈φ0|V̂21|u1〉

E − (E0 − ∆) + iΓ/2
. (22)

Matome, kad λ(E) ir amplitudės priedas ∆f(k′,k) yra nuo energijos E stipriai priklausančios

funkcijos.

Uždavini̧ dar labiau supaprastinsime. Sakysime, kad tarpkanalinė sa̧veika sieja uždaro kanalo

būsena̧ φ0 tiktai su atviro kanalo 1 tolydinio spektro s banga. Tuomet bangines funkcijas galima

pakeisti

ψ
(+)
1,k (r) → eiδ0ψ1,k(r),

ψ
(−)
1,k (r) → e−iδ0ψ1,k(r), (23)

kur δ0 = δ0(E) – sklaidos potencialinu kanale 1 s bangos fazė, o ψ1,k(r) – reali funkcija.

I̧ rašȩ (23) i̧ (20) ir (22), gauname

Γ =
kµ

πh̄2 |〈ψ1k|V̂12|φ0〉|
2, (24)

∆f(k′,k) = −
1

2k
e2iδ0

Γ

E − (E0 − ∆) + iΓ/2
. (25)

Pavadinkime amplitudės prieda̧ ∆f(k′,k) ≡ frez rezonansine sklaidos amplitude ir

užrašykime šitokiu pavidalu:

frez = −
1

2k
e2iδ0

Γ

E −Er + iΓ/2
., (26)

kur

Er = E0 + ∆. (27)

Taška̧ E = Er vadinsime rezonanso energija. Matome, kad ji nesutampa su uždaro kanalo

surǐstos diskretinės būsenos energija, kuri skiriasi nuo rezonansinės per parametra̧ ∆, vadinama̧
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rezonanso poslinkiu. Ǐs (19) formulės matyti, kad rezonanso poslinkio priežastis yra uždaro

kanalo 2 surǐstos būsenos sa̧veika su atviro kanalo 1 tolydiniu spektru.

Pilna sklaidos amplitudė (8) yra rezonansinės ir sklaidos potencialu amplitudžiu̧ suma:

f(k′,k) = fel(k
′,k) + frez(k

′,k). (28)

Rezonansinė amplitudė priklausomybėje nuo energijos turi maksimuma̧, o sklaidos potencialu

amplitudė neturi. Elastinės sklaidos skerspjūvi̧ galima užrašyti triju̧ nariu̧ suma:

dσ

dΩ
= |fel(k

′,k) + frez(k
′,k)|2 =

dσpot

dΩ
+
dσrez

dΩ
+
dσinter

dΩ
, (29)

kur
dσpot

dΩ
= |fel(k

′,k)|2 (30)

yra sklaidos potencialu skerspjūvis,

dσrez

dΩ
=

1

4k2

Γ2

(E −Er)2 + Γ2/4
(31)

yra rezonansinės skaidos skerspjūvis,

dσinter

dΩ
= 2Re{fel(k

′,k)frez(k
′,k)∗} (32)

yra interferencinis narys.

(31) ǐsraǐska vadinama Breito ir Vignerio formule. Ǐs jos matyti, kad rezonansinis sker-

spjūvis pasiekia maksimuma̧ taške E = Er ir du kartus sumažėja, kai energija pasislenka nuo

maksimumo taško per ±Γ/2. Todėl Γ vadinamas rezonanso pločiu. Jeigu Γ � Er, maksi-

mumas yra simetrǐskas. Rezonansas pilnajame skerspjūvyje (31) kaip taisyklė beveik visuomet

asimetrǐskas dėl interferencinio nario indėlio.

Kadangi nagrinėjame atveji̧ , kai rezonansas pasireǐskia tiktai sklaidos potencialu s bangoje,

galime sklaidos potencialu skerspjūvyje atskirti s bangos indėli̧ :

fel(k
′,k) =

1

2ik

(

e2iδ0 − 1
)

+ f̃el(k
′,k), (33)

f̃el(k
′,k) amplitudėje paliekant visu̧ likusiu̧ bangu̧ indėlius:

fel(k
′,k) =

∑

l 6=0

fl(k
′,k) =

1

2ik

∑

l 6=0

(2l + 1)
(

e2iδl − 1
)

Pl(cos θ). (34)

Tada s bangos pilnutinė amplitudė i̧gyja šitoki̧ pavidala̧ :

fl=0 =
1

2ik

(

e2iδ0 − 1
)

−
1

2ik
e2iδ0

Γ

E −Er + iΓ/2
. (35)
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I̧ rašius (33) i̧ (32) matyti, kad diferencialiniame sklaidos skerspjūvyje rezonansinė amplitudė

interferuoja su visomis sklaidos patencialu amplitudėmis. Tuo tarpu pilnutiniame skersjūvyje,

gautame suintegravus ǐssklaidyto elektrono kampu̧ atžvilgiu, rezonansinė amplitudė interferuoja

tiktai su tuo sklaidos potencialu amplitudės nariu, kuriame yra s bangos indėlis:

σ = 4π

∣

∣

∣

∣

1

2ik

(

e2iδ0 − 1
)

−
1

2k
e2iδ0

Γ

E −Er + iΓ/2

∣

∣

∣

∣

2

+
4π

k2

∑

l 6=0

(2l + 1) sin2 δl. (36)

Pradedant (23) formule, visos ǐsraǐskos buvo surastos konkrečiam atvejui, kai uždaro kanalo

2 būsena φ0 surǐsta tiktai su elastinės sklaidos kanalo 1 s banga. Tačiau visos ǐsraǐskos turės

panašia̧ struktūra̧ ir bendruoju atveju, kai uždaro kanalo 2 būsena φ0 bus surǐsta su kita elastinės

sklaidos kanalo 1 banga. Tinka ir ǐsvados apie interferencija̧ ir rezonanso forma̧ .

Daleliu̧ sistemos jonizacijos rezonansinis pobūdis.

Nagrinėsime sudėtinga̧ sistema̧ (x+ A), susidedančia̧ ǐs dvieju̧ pasistemiu̧ x ir A. Papras-

tumo dėlei tegul ši sistema yra pagrindinėje būsenoje (x + A)0. Indeksas 0 rodo pagrindinȩ

būsena̧ , kuri aprašoma bangine funkcija Ψ0(ξ, r). Veikiant ǐsorinei perturbacijai

T̂ = T̂ (ξ, r), (37)

kuri veikia abieju̧ pasistemiu̧ koordinates, sistema gali suskilti i̧ sudedama̧sias dalis x ir A.

Tokio proceso pavyzdžiu gali būti atomu̧, molekuliu̧ ir branduoliu̧ jonizacija fotonais, greitais

elektronais, protonais ar kitokiomis dalelėmis, greitu̧ elektronu̧ ar kitokiu̧ krūvininku̧ neelastinė

sklaida. Nagrinėsime sistemos pagrindinėje būsenoje (x + A)0 perėjima̧ i̧ tokia̧ sistemos x +

A tolydinio spektro būsena̧ , kurioje yra tiktai vienas atviras kanalas, atitinkantis taikinio A

pagrindinei būsenai. Būsenu̧ ir galimu̧ šuoliu̧ schema pavaizduota 1 pav.

1 pav. Sudėtingos sistemos suskaldymo tiesioginiai ir rezonansiniai šuoliai.
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Sakysime, kad E – x dalelės energija atžvilgiu taikinio A pagrindinės būsenos, Er = [E(x+

A)∗] – sistemos x+ A tolydinio spektro būsenos energija taip pat taikinio pagrindinės būsenos

atžvilgiu, ir

0 < E < ε2. (38)

Darome prielaida̧ , kad šiame energiju̧ intervale (38) yra sistemos (x+A)∗ kvazistacionari būsena,

diskretinė arba kitaip sakant surǐsta atžvilgiu taikinio A būsenos ε2. Ji vadinama rezonansu ir

aprašoma funkcija Ψ2(ξ, r) = Φ(ξ)φ0(r). Esant tokiai situacijai, sistemos pagrindinė būsena

(x+A)0, veikiant perturbacijai, gali būti suskaldyta dviem būdais:

(x+A)0 + T → x+A,
(x+A)0 + T → (x+A)∗ → x+A.

(39)

Čia pirmasis suskaldymo būdas yra tiesioginis, o antrasis – per tarpinȩ būsena̧ . Šiu̧ dvieju̧

mechanizmu̧ interferencija artimu̧ kvazistacionarei būsenai energiju̧ srityje ir yra maksimumu̧

arba minimumu̧ atsiradimo sklaidos skerspjūvyje priežastis.

(39) procesa̧ nagrinėsime dvieju̧ surǐstu̧ kanalu̧ artinyje, o perturbacija̧ laikysime maža, kad

būtu̧ galima taikyti perturbaciju̧ teorija̧ .

Pagal perturbaciju̧ teorija̧ suskaldymo (jonizacijos) proceso amplitudė yra lygi matriciniam

elementui:

Fij(E) = 〈Ψ(ξ, r)|T̂ (ξ, r)|Φ0(ξ, r)〉, (40)

kur funkcija

Ψ(ξ, r) = u1(r)Φ1(ξ) + u2(r)Φ2(ξ) (41)

yra stacionariosios Šredingerio lygties (2.1) sprendinys, tenkinantis papildomas sa̧ lygas:

u1(r)|r→∞= eikr + ǐssiskleidžianti banga,
u2(r)|r→∞= gȩstanti banga.

(42)

Atskiru̧ kanalu̧ funkcijos u1(r) ir u2(r) tenkina (8.13) lygčiu̧ sistema̧ , kuria̧ sprȩ sime artuti-

nai, atsižvelgdami i̧ šio skyriaus pirmojo poskyrio prielaidas:

u1(r) = ψ
(−)
1,k + λ̃(E)

1

E(−) − ĥ1

V̂12φ0, (43)

u1(r) = λ̃(E)φ0, (44)

kur

λ̃(E) =
〈φ0|V̂21|ψ

(−)
1,k 〉

E −Er − iΓ/2
. (45)

Parametru̧ Er ir Γ ǐsraǐskos yra atitinkamai (27) ir (21) formulės.
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I̧ rašome (43) ir (44) formules i̧ (41), po to i̧ (40) ǐsraǐskas ir gauname sistemos suskaldymo

(jonizacijos) amplitudȩ :

Ffi(E) = 〈Φ1ψ
(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉

+λ̃∗(E)

{

〈ΨrV̂ (ξ, r)
|Φ1〉〈Φ1|

E(−) − ĥ1

T̂ |Ψ0〉 + λ̃(E)〈Ψr|T̂ |Ψ0〉

}

. (46)

Pirmasis narys (46) ǐsraǐskoje yra tiesioginio perėjimo i̧ atvira̧ kanala̧ amplitudė. Antrasis

(46) ǐsraǐskos narys aprašo dvieju̧ stadiju̧ šuolio amplitudȩ , kur 〈Ψr|T̂ |Ψ0〉 – kvazistacionarios

būsenos Ψr sužadinimo amplitudė. Daugiklyje λ̃ yra kvazistacionarios būsenos Ψr ǐsnykimo

amplitudė.

Surasime apytiksliai (46) ǐsraǐskos antrojo nario ǐsraǐska̧ , atmesdami integralo pagrindinȩ

reikšmȩ (žr. (17) formulȩ ):

〈ΨrV̂ (ξ, r)
|Φ1〉〈Φ1|

E(−) − ĥ1

T̂ |Ψ0〉 → −iπ〈φ0|V̂12|ψ
(−)
1,k 〉〈Φ1ψ

(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉. (47)

Po tokio veiksmo amplitudȩ (46) galima užrašyti šitaip:

Ffi(E) = 〈Φ1ψ
(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉

{

E −Er

E −Er + iΓ/2
+

Γ/2

E −Er + iΓ/2

×
〈Ψr|T̂ |ψ0〉

π〈φ0|V̂12|ψ
(−)
1,k 〉〈Φ1ψ

(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉







. (48)

I̧veskime rezonanso profilio parametra̧ :

q =
〈Ψr|T̂ |ψ0〉

π〈φ0|V̂12|ψ
(−)
1,k 〉〈Φ1ψ

(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉

(49)

ir kintama̧ji̧

ε =
E −Er

Γ/2
, (50)

kuris parodo nuokrypi̧ nuo rezonanso maksimumo taško. Belieka (48) formulȩ užrašyti pa-

prasčiau:

Ffi(E) = 〈Φ1ψ
(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉

ε+ q

ε+ i
. (51)

Sistemos suskaldymo arba jonizacijos tikimybė arba efektinis skerspjūvis yra lygus ampli-

tudės kvadratui:

σ(E) = σ0
(ε+ q)2

ε2 + 1
, (52)

kur

σ0 = |〈Φ1ψ
(−)
1,k |T̂ |Ψ0〉|

2 (53)

yra tiesioginės jonizacijos arba tiesioginio suskaldymo efektinis skerspjūvis.
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(52) formulė vadinama Fano formule. Ja̧ suradome dvieju̧ surǐstu̧ kanalu̧ artinyje, kai

vienas kanalas atviras, o kitas – uždaras. Didesnio kanalu̧ skaičiaus atveju Fano formulė yra

truputi̧ sudėtingesnė. Rezonanso profilio parametras q aprašo jonizacijos (suskaldymo) sker-

spjūvio rezonanso forma̧ . Kai |q| ∼ 1, rezonanso profilis labai nesimetrǐskas. Jeigu |q| < 1,

rezonansas ǐskyla virš tiesioginės jonizacijos skerspjūvio, o |q| > 1 – jonizacijos skerspjūvis rezo-

nanso taške turi i̧dubima̧ .
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