
4. Sklaida sferǐskai simetrǐsku potencialu. Skeidimas dalinėmis bangomis

Lygtys radialiosioms banginėms funkcijoms

Potencialai, kuriems būdinga sferinė simetrija, yra labiausiai paplitȩ mikropasaulyje. Na-

grinėsime, kaip sprendžiamas sklaidos uždavinys sferǐskai simetrǐskiems potencialams. Sferǐskai

simetriniame lauke ǐslieka pastovus dalelės orbitinis judėjimo kiekio momentas pr=mvr. Jeigu

dalelės banginȩ funkcija̧ ǐsskleisime daliniu̧ bangu̧ , kurios aprašomos tikrinėmis fiksuoto orbi-

tinio judėjimo kiekio momento funkcijomis, tiesiniu dariniu (superpozicija), tai kiekviena dalinė

banga jėgos centro ǐssklaidoma nepriklausomai nuo kitu̧ daliniu̧ bangu̧ . Todėl sklaidos uždavinio

sprendimas pasidaro paprastesnis, nes, sprendžiant lygtis kiekvienai dalinei bangai atskirai, ban-

ginės funkcijos kintamieji atsiskiria, o trimatė lygtis pavirsta trimis diferencialinėmis ar inte-

gralinėmis lygtimis.

Fizikiniu požiūriu atsiranda naujas aspektas. Būtent, kyla klausimas, kaip tarpusavyje in-

terferuoja dalinės bangos, kai jos patenka i̧ detektoriu̧ . I̧ ši̧ klausima̧ atsakysime, kai ǐssprȩsime

uždavini̧ ir surasime sprendinio asimptotika̧ . Tuomet pamatysime, kad toli nuo sklaidos centro

kiekvienos dalinės bangos indėlis i̧ sklaidos amplitudȩ , tuo pačiu ir i̧ diferencialini̧ bei pilnutini̧

skerspjūvius, yra vienas realus parametras, vadinamas sklaidos faze. Sklaidos faziu̧ diduma̧ ir

priklausomybȩ nuo dalelės energijos sa̧ lygoja sklaidos potencialas V (r).

Dabar galime imtis nuoseklaus daliniu̧ bangu̧ metodo nagrinėjimo.

Prisitaikant prie potencialo simetrijos, bus naudojama sferinė koordinačiu̧ sistema. Iš simetri-

jos seka, kad sklaidos sferǐskai simetriniu potencialu atveju sklaidos amplitudė f(k′,k) priklauso

tiktai nuo perduotojo judėjimo kiekio modulio k = |k| = |k′|, t.y. nuo dalelės energijos, ir nuo

sklaidos kampo θr, kuris lygus kampui tarp k ir k′ vektoriu̧ .

Sklaidos uždavinio funkcija dabar tenkina lygti̧ :

ψ
(+)
k

(r) = eikr +

∫

G
(+)
0 (E, r, r′) V (r′)ψ

(+)
k

(r′)d3r′, (1)

kurioje vietoje V (r′) stovi V (r′). Todėl (1) funkcija dabar irgi priklauso tiktai nuo r ir kampo

θr. Ji nepriklauso nuo azimutinio kampo φ. Patogu (1) funkcija̧ vietoje sferiniu̧ funkciju̧ skleisti

Ležandro polinomu̧ eilute:

ψ
(+)
k

(r) =
∞
∑

l=0

Rl(r)Pl(cos θr). (2)

Funkcijas Rl(r) vadinsime sklaidos uždavinio radialiosiomis funkijomis. Jos tenkina ta̧ pačia̧

ǐs kvantinės mechanikos gerai žinoma̧ (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas, ”Kvantinė mechnika”,

1



119p.) Šredingerio lygti̧ surǐstu̧ būsenu̧ radialiosioms funkcijoms:

d2(rRl)

dr2
− 2µ

h̄2

[

E − h̄2l(l + 1)

2µr2
− V (r)

]

(rRl) = 0. (3)

Žinant, kad sklaidos uždavinys sprendžiamas atsižvelgiant i̧ daugiau papildomu̧ sa̧ lygu̧

nei diskretinio spektro būsenu̧ uždavinys, būtu̧ tikslinga surasti ir integralinȩ lygti̧ , kurios

sprendinys būtu̧ atitinkanti (1) radialioji funkcija Rl(r). Tam tikslui i̧ rašome (2) i̧ (1) ir plokščia̧

banga̧ taip pat ǐsskleidžiame dalinėmis bangomis:

eikr =
∑

l

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cos θr), (4)

kur jl(kr) – sferinė Beselio funkcija. Šios lygties kairȩ ir dešinȩ puses dauginame ǐs Pl′(cos θ),

panaudojame Ležandro polinomu̧ ortonormavimo sa̧ lyga̧ (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas, ”Kvantinė

mechanika”, 306p.,(P.26))

∫ π

0
Pl(cos θr)Pl′(cos θr)dθr = δll′

2

2l + 1
(5)

ir gauname šitokia̧ ǐsraǐska̧ :

Rl(r) = il(2l + 1)jl(kr) +
2l + 1

4π

∞
∑

l′=0

∫ π

0

∫ 2π

0
dΩr

∫ π

0

∫ 2π

0
dΩr′Pl(cos θr)

×G(+)
0 (E, r, r′)Pl′(cos θr′)V (r′)Rl′(r

′)r′2dr′. (6)

(6) formulėje dar yra priklausomybė nuo kampu̧ θr ir θr′ . Galime pagal juos suintegruoti.

Tam tikslui Gryno funkcijai ǐs antrosios paskaitos (2.35)

G
(+)
0 (E, r, r′) = − µ

2πh̄2

eik(r−r
′)

|r − r′|

pritaikysime specialiu̧ ju̧ funkciju̧ teorijoje gerai žinoma̧ skleidini̧ :

eik(r−r
′)

|r − r′| =
iπ

2
√
rr′

∞
∑

λ=0

(2λ + 1)Jλ+1/2(kr<)H
(1)
λ+1/2(kr>)Pλ(n̂ · n̂′)

= ik
∑

λ

(2λ+ 1)jλ(kr<)h
(1)
λ (kr>)Pλ(n̂ · n̂′)

= −k
∑

λ

(2λ+ 1)jλ(kr<)[h
(1)
λ (kr>) − ijλ(kr>)]Pλ(n̂ · n̂′). (7)

Čia r< ir r> – mažesnioji ir didesnioji r ir r′ vertės, n̂ ir n̂′ – r ir r’ krypčiu̧ vienetiniai vektoriai,

h
(1)
λ – sferinė Noimano funkcija. I̧ rašȩ (7) i̧ (6) ir pritaikȩ

Pλ(n̂ · n̂′) =
4π

2λ+ 1

∑

µ

Y ∗

λµ(n̂)Yλµ(n̂′), (8)
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Pλ(cos θ) =

[

4π

2λ+ 1

]1/2

Yλ0(θ, 0) (9)

formules, gauname integralinės lygties radialiajai funkcijai galutinȩ ǐsraǐska̧ :

Rl(r) = il(2l + 1)jl(kr) +

∫

∞

0
G

(+)
0,l (E, r, r′)V (r′)Rl(r

′)r′2dr′, (10)

kur

G
(+)
0,l (E, r, r′) =

2µk

h̄2 jl(kr<)[h
(1)
l (kr>) − ijl(kr>)] (11)

yra laisvosios dalelės l-osios dalinės bangos Gryno funkcija.

Norint surasti dalinės bangos sklaidos amplitudȩ , reikia surasti Rl(r) asimptotinȩ ǐsraǐska̧ ,

kai r → ∞. Iš (10) ir (11) formuliu̧ matyti, kad yra reikalingos sferiniu̧ Beselio ir Neimano

funkciju̧ asimptotikos ǐsraǐskos:

jl(x)

∣

∣

∣

∣

x→∞

=
sin(x− lπ/2)

x
, (12)

hl(x)

∣

∣

∣

∣

x→∞

= −cos(x− lπ/2)

x
, (13)

kurias perrašėme ǐs specialu̧ ju̧ funkciju̧ žinyno. I̧ rašome (12) ir (13) formules i̧ (11), apsiri-

bojame baigtinio veikimo spindulio potencialu (r′ = r<, r = r> → ∞) ir gauname galutinȩ

ǐsraška̧ :

Rl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= il(2l + 1)
sin(kr − lπ/2)

kr

−2µ

h̄2 (−i)l e
ikr

r

∫

∞

0
jl(kr

′)V (r′)Rl(r
′)r′2dr′. (14)

Dabar galima pažymėti

fl(k) = −(−i)l 2µ
h̄2

∫

∞

0
jl(kr

′)V (r′)Rl(r
′)r′2dr′ (15)

ir (14) perrašyti šitaip:

Rl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= il(2l + 1)
sin(kr − lπ/2)

kr
+ fl(k)

eikr

r
(16)

Belieka (16) i̧ rašyti i̧ (2) ir panaudojus (4) surasti dar viena̧ ǐsraǐska̧ , t.y. sklaidos funkcijos

asimptotika̧ :

ψ
(+)
k

(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= eikr +
∞
∑

l=0

fl(k) Pl(cos θr)
eikr

r
. (17)

Sulyginȩ (17) su antrosios paskaitos

ψ
(+)
k

(r)|r→∞ = eikr + f(k′,k)
eikr

r
,
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matome, kad amplitudėje

f(k,k′) =
∞
∑

l=0

fl(k) Pl(cos θr) (18)

yra amplitudės skleidinio Ležandro polinomais koeficientai fl(k), vadinami dalinėmis sklaidos

amplitudėmis.

Sklaidos fazės

Sklaidos fazei surasti patogesnė asimptotinė ǐsraǐska (16), užrašyta sueinančios ir ǐseinančios

sferiniu̧ bangu̧ pavidalu (sin z = (1/2i)[exp(iz) − exp(−iz)]:

Rl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

=
il(2l + 1)

2ik

{

ei(kr−lπ/2)

r
− e−i(kr−lπ/2)

r
+

2ik

il(2l + 1)
fl
eikr

r

}

= − i
l(2l + 1)

2ik

{

e−i(kr−lπ/2)

r
−

[

1 +
2ik

2l + 1
fl

]

ei(kr−lπ/2)

r

}

. (19)

Kai potencialas, kuriame juda dalelė, yra realus dydis, daleliu̧ skaičius yra pastovus, t.y.

nesikeičia. Tai reǐskia, kad dideliame atstume nuo jėgos centro (r ≫ d) daleliu̧ , sueinančiu̧ i̧

centra̧ ir ǐseinančiu̧ ǐs jo, intensyvumai tarpusavyje lygūs. Iš šios sa̧ lygos seka, kad koeficientas

prieš ǐseinančia̧ sferinȩ banga̧ yra lygus vienetui:

∣

∣

∣

∣

1 +
2ik

2l + 1
fl

∣

∣

∣

∣

= 1. (20)

Ši sa̧ lyga mums leidžia vietoje kiekvienos dalinės sklaidos amplitudės, kuri yra kompleksinis

dydis, i̧vesti realia̧ funkcija̧ δl(k), kuri vadinama sklaidos faze:

1 +
2ik

2l + 1
fl(k) = e2iδl(k) = Sl. (21)

Sl vadinama sklaidos S matrica. Kadangi (20) formulėje yra absoliutinis didumas, todėl, atsisak-

ius absoliutinio didumo, (21) reikėjo i̧vesti fazini̧ daugikli̧ . Iš (21) surandame dalinȩ sklaidos

amplitudȩ :

fl(k) =
2l + 1

2ik
(e2iδl − 1) =

2l + 1

k
eiδl sin δl. (22)

Kiekvienai energijos (judėjimo kiekio) vertei sklaidos fazė δl pilnai apibrėžia radialiosios

funkcijos Rl(r), aprašančios dalinȩ banga̧ , asimptotika̧ . I̧ rašome (22) i̧ (19) ir surandame asimp-

totikos ǐsraǐska̧ :

Rl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

=
il(2l + 1)

k
eiδl

sin(kr − lπ/2 + δl)

r
. (23)

Kai V → 0, visos dalinės sklaidos amplitudės fl, o tuo pačiu ir visos sklaidos fazės taip

pat pavirsta nuliais. Tuomet (23) asimptotikos ǐsraǐska pereina i̧ laisvos dalelės dalinės bangos
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asimptotika̧ :

Rlaisv
l (r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

= il(2l + 1)jl(kr)

∣

∣

∣

∣

r→∞

=
il(2l + 1)

k

sin(kr − lπ/2)

r
. (24)

Palyginus (23) ir (24) ǐsraǐskas matyti, kad jos skiriasi fazės priedu δl sinuso argumente, kas

leidžia geriau suprasti, kodėl δl vadinama sklaidos faze.

Žinant sa̧ryši̧ tarp dalinės amplitudės (ǐs (18) ir (22) formuliu̧ ) ir dalinės sklaidos fazės,

galima užrašyti sklaidos amplitudės, diferencialinio ir pilnutinio skerspjūviu̧ ǐsraǐskas su sklaidos

fazėmis (i̧ rašome (22) i̧ (18)):

f(θ) =
∞
∑

l=0

flPl(cos θ) =
1

2ik

∞
∑

l=0

(2l + 1)(e2iδl − 1)Pl(cos θ), (25)

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 =

∞
∑

l,l′=0

flf
∗

l′Pl(cos θ)Pl′(cos θ), (26)

σ =
4π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl. (27)

(27) formulė gauta pasinaudojant Ležandro polinomu̧ ortonormavimo sa̧ lyga (5). Iš (26) for-

mulės matyti, kad ǐssklaidytu̧ daleliu̧ kampinis pasiskirstymas priklauso nuo skirtingu̧ orbitinio

judėjimo kiekio momento daliniu̧ bangu̧ interferencijos. Tuo tarpu pilnutinis sklaidos skerspjūvis

nepriklauso nuo interferencijos, nes, suintegravus visu̧ dalelės ǐslėkimo kampu̧ atžvilgiu, inter-

ferencija pranyksta. Iš (27) matyti, kad pilnutinis sklaidos skerspjūvis negali būti didesnis už

(4π/k2)
∑

∞

l=0(2l + 1), o dalinis pilnutinis sklaidos skerspjūvis σl ≤ 4π(2l + 1)/k2.

Sulyginus (25) ir (27) ǐsraǐskas θ = 0 atveju, galima pastebėti i̧domu̧ sa̧ryši̧ tarp sklaidos

amplitudės pirmyn menamosios dalies ir pilnutinio sklaidos skerspjūvio σ:

Im f(0) =
k

4π
σ, (28)

nes Pl(0) = 1, o σ nuo kampo θ nepriklauso.

(28) sa̧ryšis vadinamas optine teorema ir yra labai svarbus. Jis galioja bet kokiam poten-

cialui ir nepriklauso nuo artinio, todėl yra naudojamas i̧vertinant rezultatu̧ , gautu̧ apytiksliais

sklaidos teorijos metodais, tiksluma̧.

Sklaidos faziu̧ priklausomybė nuo energijos mažu̧ energiju̧ srityje

Dažnai būna naudinga žinoti sklaidos fazės priklausomybȩ nuo energijos. Kai sklaidomos

dalelės judėjimo kiekis (energija) mažas (kd ≪ 1), sklaidos fazės priklausomybei nuo energijos
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būdingas universalus pobūdis. Šiai priklausomybei surasti sulyginsime (15) ir (22) formuliu̧

dešines puses

eiδl sin δl = −(−i)l k

2l + 1

∫

∞

0
jl(kr)

[

2µ

h̄2 V (r)

]

Rl(r)r
2dr. (29)

Panagrinėkime (29) ǐsraǐskos dešinȩ pusȩ sklaidos potencialo daliai srityje r < d. Joje yra sferinė

Beselio funkcija. Mažoms kr vertėms žinomos šitokios Beselio ir Neimano funkciju̧ ǐsraǐskos:

jl(x)

∣

∣

∣

∣

x→0
≈ xl

(2l + 1)!!
, (30)

hl(x)

∣

∣

∣

∣

x→0
≈ −(2l + 1)!!

xl+1
. (31)

Jas panaudojȩ Gryno funkcijos ǐsraǐskoje (11) gauname:

G
(+)
0,l (E, r, r′)

∣

∣

∣

∣

k→0
= −2µ

h̄2

1

2l + 1

rl
<

rl+1
>

. (32)

Iš (32) ǐsraǐskos matyti, kad k → 0 atveju Gryno funkcija G
(+)
0,l (E, r, r′)

∣

∣

∣

∣

k→0
visai nepriklauso

nuo sklaidomos dalelės energijos (judesio kiekio).

Kai k → 0, ǐs (10) matyti, kad Rl(r) ∼ kl, nes jl(kr) ∼ kl. I̧ rašȩ šia̧ priklausomybȩ i̧ (29),

gauname, kad

δl

∣

∣

∣

∣

k→0
(k) ∼ k2l+1 ∼ El+1/2. (33)

Ši sklaidos fazės priklausomybė nuo energijos, kai k → 0, yra universali ir tinka visiems baigtinio

veikimo spindulio potencialams.

Sklaidos faziu̧ skaičiavimo metodai

Sklaidos fazȩ tiksliai galima surasti tiktai atskiriems dirbtinai sugalvotiems potencialams.

Praktǐskai naudojamiems potencialams sklaidos fazė apskaičiuojama apytikslai. Yra keletas

būdu̧ sklaidos fazei apskaičiuoti:

1) sprendžiant radialia̧ ja̧ Šredingerio lygti̧ ;

2) taikant perturbaciju̧ teorijos metodus;

3) taikant faziniu̧ funkciju̧ metoda̧ .

Plačiausiai naudojami du pirmieji metodai.

Radialiosios Šredingerio lygties sprendimo metodas.

I̧veskime pažymėjima̧

ul(r) = rRl(r) (34)
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ir (3) lygti̧ perrašykime šitaip:

d2ul

dr2
+

2µ

h̄2

[

E − h̄2l(l + 1)

2µr2
− V (r)

]

ul = 0. (35)

Šios lygties sprendinys mažoms r reikšmėms elgiasi šitaip:

ul(r)

∣

∣

∣

∣

r→0
∼ rl+1. (36)

Didelėms r reikšmėms u(r) asimptotikos ǐsraǐska̧ surandame ǐs (23) formulės:

ul(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

∼ sin

(

kr − lπ

2
+ δl

)

. (37)

Paprastai (35) lygtis integruojama skaitmenǐskai. Funkcijos u(r) pirmieji du taškai ap-

skaičiuojami pagal (34) formulȩ . Skaičiavimo detaliu̧ nenagrinėsime. Svarbu žinoti, kad, inte-

gruojant (35) lygti̧ , funkcija surandama visoje srityje nuo 0 iki asimptotikos (37), atsižvelgiant

i̧ funkcijos u(r) ir jos ǐsvestinės u′(r) tolydumo sa̧ lyga̧ visoje 0 < r <∞ srityje.

Kai potencialo veikimo spindulys baigtinis (r < d), uždavinyje yra du atstumo matavimo

masteliai: diametras d ir dalelės De Broilio bangos ilgis λ = 1/k. (37) sa̧ lyga galioja, jeigu

patenkinamos dvi nelygybės: kr ≫ 1 ir r > d. Jeigu fiksuotai dalelės energijai E potencialo

veikimo atstumas d toks, jog sa̧ lyga kd ≫ 1 nepatenkinama, tai funkcija u(r) asimptotika̧ (37)

pasiekia toli už potencialo veikimo ribu̧ . Šiuo atveju netikslinga (35) integruoti tol, kol bus

pasiekta asimptotika, t.y. r ≫ 1, nes, jau esant r > d, dalelė juda laisvai, ir (3) lygtis pereina i̧

laisvos dalelės judėjimo radialia̧ ja̧ lygti̧ .

d2(rRl)

dr2
+

2µ

h̄2

[

E − h̄2l(l + 1)

2µr2

]

(rRl) = 0. (38)

Kai E > 0, šios lygties tiesǐskai nepriklausomi sprendiniai yra sferinės Beselio jl ir Neimano hl

funkcijos. Iš ju̧ sudaromas bendrasis (35) lygties sprendinys:

Rl(r) =
ul(r)

r
= Aljl(kr) +Blhl(kr); r > d. (39)

Vietoje integravimo konstantu̧ patogu parinkti šitokias:

Al = Cl cos δl; Bl = −Cl sin δl. (40)

Tuomet

Rl(r) =
ul(r)

r
= Cl {cos δljl(kr) − sin δlhl(kr)} ; r > d. (41)

I̧ rašius i̧ (41) sferiniu̧ Beselio ir Noimano funkciju̧ asimptotikas (12) ir (13), lengvai galima

i̧sitikinti, kad (39) tenkina reikiama̧ asimptotikos sa̧ lyga̧ .
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Taigi, reikia surasti (35) lygties sprendini̧ vidinėje potencialo veikimo srityje 0 ≤ r ≤ d ir

ant ribos r = d ji̧ sudurti su laisvos dalelės sprendiniu (41), kai r > d. Sprendini̧ vidinėje srityje

pažymėkime Rvid
l (r). Jo sudūrima̧ su (41) sprendiniu galime ušrašyti šitaip:

Rvid
l (d) = Cl {cos δl jl(kd) − sin δl hl(kd)} , (42)

Rvid
l (r)

dr

∣

∣

∣

∣

r=d
= kCl

{

cos δl j
′

l(kd) − sin δl h
′

l(kd)
}

.

Čia j′l(x) ≡ d(jl(x))/dx. I̧veskime Rvid
l (r) funkcijos logaritminȩ ǐsvetinȩ :

fl ≡
1

Rvid
l (r)

dRvid
l (r)

dr

∣

∣

∣

∣

r=d
(43)

ant potencialo veikimo ribos r = d. Surandame konstanta̧ Cl ǐs (42) formulės ir ǐsreǐskiame

sklaidos fazȩ logaritmine ǐsvestine fl:

tan δl =
j′l(kd) − fl

k jl(kd)

h′l(kd) −
fl

k hl(kd)
. (44)

Reikia atkreipti dėmesi̧ , kad konstanta Cl yra laisvai parenkamas funkcijos Rvid
l (r) normav-

imo daugiklis, kuris nustatomas sprendžiant (3) lygti̧ .

Pavyzdžiai

Pirmasis pavyzdys. Surasime sklaidos fazȩ , kai dalelė sklaidoma stačiakampės duobės po-

tencialu:

V (r) =

{ −Vo, r ≤ d,
0, r > 0.

(45)

Šitokiam potencialui nereikia skaitmenǐskai integruoti (3) lygties, norint surasti Rvid
l (r), nes

sprendinys žinomas ǐs kvantinės mechanikos vadovėlio:

Rvid
l (r) = Cjl(Kr), (46)

kur

K =

√

2µ(E + V0)

h̄
, (47)

o logaritminė ǐsvestinė yra:

fl = K
j′l(Kd)

jl(Kd)
, (48)

kuria̧ i̧ rašȩ i̧ (44) formulȩ surandame sklaidos fazȩ :

tan δl =
kjl(Kd)j

′

l(kd) −Kj′l(Kd)jl(kd)

kh′l(kd)jl(Kd) −Kj′l(Kd)hl(kd)
. (49)
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Antrasis pavyzdys. Tegul dalelȩ sklaido absoliučiai kieta sfera. Tada jos viduje Rvid
l (r) = 0,

o sferos paviršiuje (r = d) dalelės laisvo judėjimo sprendinys turi būti

Rl(d) = 0. (50)

I̧ rašome (50) i̧ (41) ir gauname, kad

tan δl = jl(kd)/hl(kd). (51)

Dalelės mažu̧ energiju̧ atskiru atveju tinka (30) ir (31) Beselio ir Neimano funkciju̧ ǐsraǐskos,

kurias i̧ rašȩ i̧ (51) surandame šitokia̧ sklaidos fazȩ :

δl|kd≪1= − (kd)2l+1

(2l + 1)!!(2l − 1)!!
. (52)

Perturbaciju̧ teorijos metodas.

Jeigu potencialas V (r) mažas, srityje r < d radialiosios funkcijos ǐsraǐskoje (10) galima palikti

tiktai pirma̧ji̧ nari̧ , nes antrasis narys bus daug mažesnis. Tuomet Rl(r) ≈ il(2l + 1)jl(kr)

i̧ rašome i̧ (29) ir surandame sklaidos fazȩ ir sklaidos amplitudȩ :

eiδl sin δl ≈ −k
∫

∞

0

2µ

h̄2 V (r)[jl(kr)]
2r2dr, (53)

fl ≈ −(2l + 1)

∫

∞

0

2µ

h̄2 V (r)[jl(kr)]
2r2dr. (54)

Matome, kad fl (54) yra reali. Menamoji dalis yra lygi nuliui, kas pažeidžia optinȩ teorema̧.

Toks rezultatas nėra geras. Tačiau, kai sklaidos fazė δl maža, tai sklaidos amplitudės menamoji

dalis Imfl = (2l + 1)k−1 sin2 δl ir sklaidos pilnutinis skerspjūvis σl = (4π/k2)(2l + 1) sin2 δl

priklauso nuo sklaidos fazės kvadrato δ2l . Todėl galima teigti, kad optinė teorema tenkinama

apytikriai, t.y. iki nariu̧ , proporcingu̧ δ2l .

Taigi perturbaciju̧ teorijos taikymo sklaidos fazėms surasti sa̧ lyga yra sklaidos faziu̧ mažumas

|δl| ≪ 1. (55)

(53) artinys sklaidos fazėms apskaičiuoti, kai galioja (55) sa̧ lyga, vadinamas Borno artiniu

sklaidos fazėms. Šiame artinyje sklaidos fazės skaičiuojamos pagal formulȩ (panaudota

sin δl|δl≪1≈ δl):

δ
(B)
l = −k

∫

∞

0

2µ

h̄2 V (r)[jl(kr)]
2r2dr. (56)

Iš (56) matyti, kad, jeigu V (r) < 0 (traukos potencialas), visos Borno sklaidos fazės δ
(B)
l > 0.

Iš (23) seka, kad r > d srities radialiosios banginės funkcijos tarsi prisitraukia prie potencialo
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veikimo ribos (osciliuoja tankiau). Kai V (r) > 0, δ
(B)
l < 0, ir ǐsorinės dalies radialiosios funkcijos

osciliacijos tarsi atsistumia toliau nuo r = d srities (osciliuoja rečiau).

Kada sklaidos fazė būna maža? Atsakymo ieškosime dviem ribiniams atvejams, kai dalelės

bangos ilgis (λ = 1/k) λ≫ d ir λ≪ d.

Kai λ≫ d, t.y. kd≪ 1, i̧ (56) i̧ rašome (30) artini̧ (k → 0) ir gauname, kad

|δ(B)
l | =

k2l+1

[(2l + 1)!!]2
2µ

h̄2

∣

∣

∣

∣

∫

∞

0
V (r)2r2l+2dr

∣

∣

∣

∣

≈ (kd)2l+1

[(2l + 1)!!]2(2l + 3)

2µ|V |d2

h̄2 , (57)

kur d – potencialo veikimo vidutinis atstumas, o V – vidutinė sa̧veikos amplitudė. Kai sferinis

potencialas pakeičiamas stačiakampe duobe, ǐs kvantinės mechanikos žinome, kad surǐstu̧ būsenu̧

egzistavimo sa̧ lyga yra (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas ”Kvantinė mechanika”, p. 97; n2/4 ≥
(2µV 2

0 d
2)/(h̄2π2)):

2µV0d
2/h̄2 ≥ π2/4. (58)

Jeigu potencinėje duobėje yra du ar trys lygmenys, tuomet parametro 2µ|V |d2/h̄2, kuris pro-

porcingas |δ2l |, reikšmė siekia keleta̧ vienetu̧ . Iš (57) formulės matyti, kad (55) sa̧ lyga gali galioti

didelėms l reikšmėms, bet negalioti mažoms l rekšmėms. Taigi Borno artinys blogiausiai tinka

s (l = 0) bangai. Iš (25) matyti, kad s bangos indėlis sklaidos amplitudėje mažiausias, kai

sklaidoma mažais kampais. Galime padaryti šitokia̧ ǐsvada̧ : jeigu dalelės energija ir potencialo

veikimo spindulys tokie, jog galioja sa̧ lyga kd≪ 1, tai Borno artinys geriau tinka sklaidai mažais

kampais, nei sklaidai dideliais kampais.

Jeigu λ≪ d, t.y. kd≫ 1, tai sklaidos fazei i̧vertinti reikia i̧ (56) formulȩ i̧ rašyti (12) ǐsraǐska̧

(k → ∞). Tuomet sklaidos fazė yra šitokia:

|δ(B)
l | = k

2µ

h̄2

∣

∣

∣

∣

∣

∫ d

0
V (r)

sin2(kr − lπ/2)

k2r2
r2dr

∣

∣

∣

∣

∣

≈ µ|V |
h̄2

d

k
. (59)

Šiuo atveju Borno artinio galiojimo sa̧ lyga yra:

|V | ≪ 1

kd

h̄2k2

µ
. (60)

Ji visai nepriklauso nuo l ir sutampa su trečioje paskaitoje surasta sa̧ lyga (3.16), kuri reǐskia,

kad Borno artinys galioja, kai arba dalelės energija didelė, arba sa̧veika yra silpna.
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