
6. Nestacionarioji sklaidos teorija.

Vienmatis uždavinys

Ankstesnėse paskaitose nagrinėta stacionarioji sklaidos teorija pagri̧ sta intuityviom prie-

laidom ir nėra laisva nuo vidiniu̧ prieštaravimu̧ . Stacionariojoje sklaidos teorijoje i̧ sklaidos

centra̧ skriejančiu̧ daleliu̧ aprašymas plokščia banga prieštarauja kvantinei mechanikai, nes joje

tiktai kvadratǐskai integruojamos (banginės funkcijos kvadrato integralas turi būti baigtinis)

funkcijos aprašo realia̧ fizikinȩ būsena̧ . Plokščios bangos tokios nėra. Ǐskraipytos bangos ψ
(+)
k (r)

taip pat nėra kvadratǐskai integruojamos.

Pasirodo, kad sklaidos uždavini̧ suformulavus kaip nestacionaru̧ , skaičiavimo metodus, sukur-

tus stacionarioje sklaidos teorijoje, galima griežtai pagri̧ sti, t.y. parodyti, kad jie teisingi.

Nestacionarioje sklaidos teorijoje daleliu̧ sklaida nagrinėjama kaip bangu̧ paketu̧ sklidimas.

Pradėsime nuo paprastesnio uždavinio nei buvo nagrinėta antroje paskaitoje. Panagrinėsime

vienmačio judėjimo uždavini̧ . Tegul daleliu̧ , kuriu̧ masė µ ir judėjimo kiekis k, srautas juda

ǐsilgai x ašies ir savo kelyje sutinka stačiakampi̧ barjera̧ . Surasime daleliu̧ praėjimo ir at-

spindžio koeficientus T (k) ir R(k) = 1 − T (k). Dažnai šis uždavinys laikomas vienu pa-

prasčiausiu̧ kvantinėje mechanikoje dėl matematinio paprastumo, kai naudojama stacionari

teorija (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas, ”Kvantinė mechanika”, p. 95). Ǐstikru̧ ju̧ taip ir yra,

jeigu dalelės, skriejančios i̧ barjera̧ aprašomos plokščia banga

φ0(x) = eikx. (1)

Tuomet stacionariosios Šredingerio lygties sprendinys yra šitoks:

ψk(x) =

{ eikx + C1e
−ikx, x < 0,

C2e
κx + C3e

−κx, 0 ≤ x ≤ a,
C4e

ikx, x > a.
(2)

Čia k ir κ susijȩ su daleliu̧ kinetine energija dydžiai:

k =

√
2µE

h̄
; κ =

√

2µ(E − V0)

h̄
. (3)

(2) lygtis užrašyta E < V0 atvejui, todėl κ yra menamas dydis. Koeficientas C1 aprašo at-

spindėtos, o C4 – praėjusios bangos intensyvumus:

R = |C1|2; T = |C4|2. (4)

Koeficientu̧ C1, C2, C3 ir C4 reikšmės surandamos ǐs banginės funkcijos ir jos ǐsvestinės reikšmiu̧

lygybės ant barjero ribu̧ (vadinama funkciju̧ susiuvimu, nes visoje srityje −∞ < x < +∞
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funkcija negali turėti trūkiu̧ ). Praleidžiame visus ǐsvedimus ir užrašome praėjimo tikimybȩ (žr.

A.Bandzaičio ir D.Grabausko “Kvantinės mechanikos” vadovėlio 107-108 puslapius ir (5.59)

formulȩ ):

T = 1 −R =
4k2κ2

(k2 + κ2)2 sh2(κa) + 4k2κ2
. (5)

Šis nagrinėjimas labai panašus i̧ antroje paskaitoje nagrinėta̧ stacionaru̧ sklaidos uždavini̧ .

Dabar eisime kitu keliu ir surasime tas pačias formules (4) ir (5). Pradiniu laiko momentu t = 0

dalelės būsena̧ aprašysime bangu̧ paketu:

ψ(x, t = 0) = Φ(x) = eikxχ(x− x0), (6)

kur χ(x) – kažkokia varpo formos funkcija su maksimumu apie taška̧ x = x0. Bangu̧ paketas

aprašo dalelȩ , lokalizuota̧ apie taška̧ x = x0 ir judančia̧ vidutiniu greičiu v0 = h̄k/µ. Tegul

x0 < 0, o k > 0. Šiuo atveju bangu̧ paketas juda ǐs kairės i̧ dešinȩ , kaip parodyta 1 pav. Barjero

plotis yra a. Srityje iki barjero bangu̧ paketas juda laisvai. Toks judėjimas trunka t0 = |x0|/v0

laiko. Žinoma, kad laisvai judantis bangu̧ paketas per laika̧ t0 ǐsplinta, ir tuo labiau, kuo didesnis

jo judėjimo kiekio p neapibrėžtumas ∆p (∆p · ∆x ≥ h̄) arba kuo mažesnis jo koordinatės x0

neapibrėžtumas. Ǐsplitimo didumas aprašomas dispersija, kuri parodo nuokrypi̧ nuo vidutinės

vertės. Taigi Gauso formos

χ(x− x0) =
1

b1/2π1/4
e−

(x−x0)2

2b2 (7)

paketo, kurio plotis pusėje aukščio yra b, koordinatės pradinė dispersija Dx(t = 0) = b2/2

padvigubėja per laika̧

τ = µb2/h̄. (8)

(8) formulė gauta (6) ir (7) i̧ rašius i̧ dispersijos apibrėžima̧ bei panaudojus x ≡ v0t.

Toliau paprastumo dėlei naudosimės prielaida, kad dalelės erdvinio pasiskirstymo (6) disper-

sija yra tiek didelė, jog i̧ paketo ǐsplitima̧ per laika̧ t0 galima nekreipti dėmesio (b� k). Gauso

formos bangu̧ paketui tai reǐskia, kad

b2 � x0/k. (9)

Ta̧ pačia̧ nelygybȩ naudinga parašyti ir dalelės judėjimo kiekio dispersijai:

Dp = 1/2b2 � k/2x0. (10)

Skirtingai nuo koordinatės dispersijos judėjimo kiekio dispersija nesikeičia, kai dalelė juda laisvai.

Patogiau naudoti dalelės banginės funkcijos (6) Furje atvaizda̧ :

χ(x− x0) =

∫ ∞

−∞
dκA(κ)eiκ(x−x0). (11)
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1 pav. Bangu̧ paketo sklaida potencialo barjeru. Vienmatis uždavinys.

Palyginus (6) ir (11) formules, galima suprasti, kad varpo formos funkcija χ(x − x0) ǐs (6)

formulės atitinka varpo formos funkcija̧ A(κ) ǐs (11) formulės. Laikysime, kad laiko momentu

t = 0 pradiniai paketo matmenys daug mažesni už atstuma̧ tarp paketo svorio centro x0 ir

barjero x = a. Kartu su (9) sa̧ lyga b2 � x0/k tai reǐskia, kad A(κ) ǐs (11) pasiskirstymo plotis

daug mažesnis už dalelės vidutini̧ judėjimo kieki̧ k (b� k).

Sklaidos uždavinio sprendimo tikslas – surasti sklaidos banginȩ funkcija̧ , kuri yra nuo laiko

prikausančios Šredingerio lygties

ih̄
∂ψ(x, t)

∂t
= Ĥψ(x, t) (12)

sprendinys, patenkinatis (6) pradinȩ sa̧ lyga̧ . Ǐs kvantinės mechanikos žinome, kad (12) lygties

bendra̧ ji̧ sprendini̧ galime užrašyti stacionariosios Šredingerio lygties

Ĥψk(x) = Ekψk(x) (13)

sprendiniu̧ superpozicija. Parodysime, kad mums reikalingas (12) lygties sprendinys, tenkinatis
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(6) pradinȩ sa̧ lyga̧ , gali būti parinktas šitoks:

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

dk′A(k′ − k)e−i(k′−k)x0ψk′(x)e−iEk′ t/h̄. (14)

Čia ψk′(x) yra ne kas kitas, o gerai žinomas stacionariosios Šredingerio lygties (13) sprendinys

(2).

Kadangi padarėme prielaida̧ , kad A(k ′ − k) � k, ǐsraǐskoje (14) po integralo ženklu Ek′

galima pakeisti apytikre ǐsraǐska:

Ek′ =
h̄2k′2

2µ
≈ h̄2k2

2µ
+
h̄2

µ
k(k′ − k) = Ek + h̄v0(k

′ − k). (15)

Čia v0 = h̄k/p, ir skleidžiame eilute apie vidutinȩ judėjimo kiekio verȩ k. Antros eilės nariai

atmetami. Todėl (14) ǐsraǐska supaprastėja:

ψ(x, t) = e−iEkt/h̄
∫ ∞

−∞

dk′A(k′ − k)e−i(k′−k)(x0+v0t)ψk′(x). (16)

I̧ rašysime (2) i̧ (16) ǐsraǐska̧ su koeficientais C1, C2, C3 ir C4, surastais ǐs funkciju̧ susiuvimo

ant potencialo barjero ribu̧ . Tuomet srityse ǐs kairės ir dešinės nuo barjero banginė funkcija turi

šitokias ǐsraǐskas:

ψ(x, t)

∣

∣

∣

∣

x<0
= eikxe−iEkt/h̄χ(x− (x0 + v0t)) + C1e

−ikxe−iEkt/h̄χ(−x− (x0 + v0t)),

ψ(x, t)

∣

∣

∣

∣

x>a
= C4e

ikxe−iEkt/h̄χ(x− (x0 + v0t)). (17)

Kai t = 0,

ψ(x, t = 0)

∣

∣

∣

∣

x<0
= eikxχ(x− x0) + C1e

−ikxχ(−x− x0),

ψ(x, t = 0)

∣

∣

∣

∣

x>a
= C4e

ikxχ(x− x0). (18)

Dabar reikia prisiminti, kad χ(x) pasiskirstymo plotis daug mažesnis už x0. Tai reǐskia, kad

laiko momentu t = 0 i̧ sriti̧ x < 0 patenka funkcijos χ(−x− x0) tiktai uodega. Lygiai taip pat

i̧ sriti̧ x > 0 patenka funkcijos χ(x − x0) uodega. Jeigu i̧ šias uodegas nekreipsime dėmesio ir

atsižvelgsime i̧ χ(x) specifines savybes, pamatysime, kad (18) ǐsraǐska ekvivalentǐska (6) sa̧ lygai

visoje −∞ < x < +∞ srityje.

Taigi parodėme, kad (14) pavidalo banginė funkcija ψ(x, t) tenkina ir nestacionaria̧ ja̧ Šredin-

gerio lygti̧ (12) ir pradinȩ sa̧ lyga̧ (6), kas reǐskia, kad ji yra mūsu̧ nagrinėjamo uždavinio

sprendinys.

Panagrinėkime šio sprendinio fizikinȩ prasmȩ . Tam tikslui patogu pasinaudoti (17) ǐsraǐska.

Srityje x < 0, kai t < |x0|/v0, svarbus tiktai pirmasis sumos narys, aprašantis dalelės judėjima̧ ǐs
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kairės i̧ dešinȩ , o t > |x0|/v0 atveju – tiktai antrasis narys, aprašantis dalelės judėjima̧ priešinga

kryptimi, t.y. ǐs dešinės i̧ kairȩ . I̧ sriti̧ x > 0 dalelė su pastebima tikimybe prasiskverbia tiktai

tuo atveju, kai t > |x0|/v0 ir toliau visa̧ laika̧ juda i̧ dešinȩ , toldama nuo barjero. Visi šie

rezultatai pavaizduoti 1 pav., kuriame pavaizduotas dalelės koordinatės tankio pasiskirstymas

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 i̧ vairiais laiko momentais. Rodyklės rodo dalelės judėjimo krypti̧ .

Dalelės perėjimo per barjera̧ koeficientas yra lygus tikimybei rasti dalelȩ srityje x > a laiko

momentu t� t0:

T = W (x > a) =

∫ ∞

a
|ψ(x, t)|2dx = C4

∫ ∞

a
|χ(x− (x0 + v0t))|2dx = |C4|2. (19)

Analogǐskai apskaičiuojamas ir atspindžio koeficientas:

R = W (x < a) =

∫ 0

−∞

|ψ(x, t)|2dx = C1

∫ a

−∞

|χ(−x− (x0 + v0t))|2dx = |C1|2. (20)

Gavome, kad (19) ir (20) formulės yra tokios pat, kaip ir stacionariosios teorijos atveju (4)

ǐsraǐskos. Reikia pastebėti, kad funkcijai ψk(x), kuri nestacionarioje teorijoje surandama tam,

kad būtu̧ galima apskaičiuoti dalelės praėjimo ir atspindžio koeficientus, galima nesuteikti jokios

fizikinės prasmės. Ji taip pat nėra kvadratǐskai integruojama ir neaprašo jokiu̧ realiu̧ būsenu̧ .

Trimatis uždavinys. Asimptotinės būsenos. Sklaidos operatorius.

Stacionarioje teorijoje buvo nagrinėjamas pastovaus vienalyčio daleliu̧ , kuriu̧ greitis gerai

žinomas, srauto ǐssklaidymas nejudančiu jėgos centru. Tikslas – žinant dalelės sa̧veikos su cen-

tru dėsni̧ , surasti diferencialini̧ skerspjūvi̧ . Prisiminkime, kaip sklaidos uždavinys sprendžiamas

klasikinėje mechanikoje. Ten pasinaudojant judėjimo lygtimis, nustatoma dalelės judėjimo tra-

jektorija ir pagal jos asimptotika̧ surandamas sa̧ryšis tarp prisitaikymo parametro b ir sklaidos

kampo ρ = ρ(θ). Paskui pagal ši̧ santyki̧ apskaičiuojamas diferencialinis sklaidos skerspjūvis:

dσ = 2πρdρ =
ρ(θ

sin θ

∣

∣

∣

∣

dρ(θ)

dΩ

∣

∣

∣

∣

dΩ. (21)

Kvantinėje mechanikoje nėra dalelės trajektorijos sa̧vokos. Dalelė niekada nebūna tiksliai

lokalizuota erdvėje ir neturi apibrėžto judėjimo kiekio. Ankstesniame skyriuje matėme, kad

dalelės judėjimas erdvėje tėra bangu̧ paketo evoliucija. I̧ sivaizduokime bangu̧ paketa̧ , kuris pra-

diniu laiko momentu yra pakankamai toli nuo jėgos centro ir juda su vidutiniu judėjimo kiekiu

p0 link jėgos centro. Laikui bėgant bangu̧ paketas plėsdamasis pasiekia jėgos centra̧ ir visu

savo tūriu i̧eina i̧ sa̧veikos sriti̧ , kurioje daugiau ar mažiau deformuojasi, po to palieka sa̧veikos

sriti̧ plačiu nesimetrǐsku debesėliu (žr. 2 ir 3 pav.). Ǐssklaidytos dalelės patekimo i̧ detektoriu̧ ,
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esanti̧ kažkur toli nuo jėgos centro, tikimybė proporcinga tikimybės tankiui rasti dalelȩ atitinka-

mame detektoriaus taške. Bendrais bruožais šis vaizdas nesiskiria nuo vienmačio bangu̧ paketo

judėjimo. Tačiau trimačiu atveju pasekti paketo evoliucija̧ laike, naudojant panašias i̧ vienmačio

uždavinio formule, technǐskai labai sunku. Todėl teks naudoti ypatinga̧ matematini̧ aparata̧ ir

daug nauju̧ sa̧voku̧ .

2 pav. Prieš susidūrima̧ (laiko momentu t = 0) bangu̧ paketas greičiu v0 juda link taikinio.

3 pav. Po susidūrimo (laiko momentu t � 0) neǐssklaidytas paketas tȩ sia judėjima̧ greičiu v0, o

ǐssklaidyta banga plinta i̧ visas puses. Ji nelygi nuliui viduje sferos, kurios spindulys v0t.

Tegul laiko momentu t = 0 dalelės būsena aprašoma kvadratǐskai integruojama funkcija

ψ0(r). Ji kartu su hamiltonianu Ĥ pilnai aprašo visa̧ nenutrūkstama̧ seka̧ būsenu̧ ψ(r, t), per

kurias praeina bangu̧ paketas laike prieš momenta̧ t = 0 ir po jo, kai t > 0. Kartais sakoma, kad

funkcija ψ0(r) nusako visa̧ kvantinȩ ”trajektorija̧” arba kvantinȩ ”orbita̧”, kuria juda dalelė

(paketas).

Pasekti dalelės ”trajektorija̧” galima evoliucijos operatoriaus

Û(t) = e−iĤt/h̄ (22)

pagalba, kur Ĥ = Ĥ0 + V̂ – pilnas sistemos hamiltonianas, o funkcija̧ galima užrašyti šitaip

(A.Bandzaitis ir D.Grabauskas ”Kvantinė mechanika”, p. 77, formulė (4.9)):

ψ(r, t) = e−
iĤt
h̄ φ0(r) = Û(t)ψ0(r). (23)
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Evoliucijos operatorius tenkina unitarǐskumo sa̧ lyga̧ :

Û+Û = Û Û+ = 1, (24)

todėl (23) funkcijos normavimas paketo evoliucijos metu nesikeičia.

Kai t → −∞, taip pat t → +∞, bangu̧ paketo pagrindinė dalis yra toli už jėgos veikiamos

srities, t.y. jis yra laisvas. Šioje srityje jo evoliucija̧ valdo ne hamiltonianas Ĥ, bet laisvos dalelės

hamiltonianas Ĥ0. Šiai sričiai i̧vesime atitinkama̧ evoliucijos operatoriu̧ :

Û0(t) = e−iĤ0t/h̄. (25)

Kai t → +∞, nagrinėjama ”trajektorija” artėja prie laisvos dalelės judėjimo, kuri̧ galima

aprašyti šia funkcija:

ψ(r, t)

∣

∣

∣

∣

t→+∞

= Û0(t)ψout(r). (26)

Analogǐskai laikui t→ −∞,

ψ(r, t)

∣

∣

∣

∣

t→−∞

= Û0(t)ψin(r). (27)

Būsenos ψin(r) ir ψout(r), aprašančios dalelės ”trajektorijos” (23) asimptotines (26) ir (27)

savybes laiko momentu t → ±∞, vadinamos asimptotinėmis būsenomis arba nagrinėjamos

”trajektorijos” i̧ einačia (in) ir ǐseinančia (out) asimptotėmis (žr. 4 ir 5 pav.).

4 pav. Tipǐska sklaidos orbita.

Kaip ir visa̧ ”trajektorija̧”, dalelės asimptotes galima surasti ǐs bangu̧ paketo ψ0(r). (26)

ir (27) dauginame ǐs kairės ǐs Û+
0 ir ieškome atitinkamos ribos. Po to i̧ rašome ψ(r, t) ǐsraǐska̧ i̧

(23) ir gauname šitokias ǐsraǐskas:

ψ(r)in = lim
t→−∞

Û+
0 (t)Û(t)ψ0(r) = Ω̂+

+ψ0(r), (28)

ψ(r)out = lim
t→+∞

Û+
0 (t)Û (t)ψ0(r) = Ω̂+

−ψ0(r). (29)
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5 pav. Pakankamai stipriems traukos potencialams ǐs begalybės atlekianti dalelė gali būti pagauta i̧

spiralinȩ orbita̧ ir niekada neǐssilaisvinti.

Čia i̧vesti du nauji operatoriai, kurie vadinami Miolerio operatoriais (žr. 6 pav.):

Ω̂∓ = lim
t→±∞

Û+(t)Û0(t). (30)

Miolerio operatoriu̧ ženklai parinkti taip, kad būtu̧ patogiau pereiti prie stacionariosios sklaidos

teorijos. Jie taip pat unitariniai. Uninarǐskumas seka ǐs (24) ǐsraǐskos.

6 pav. Klasikinis Miolerio operatoriu̧ i̧ sivaizdavimas.

Naudojant Miolerio operatorius galima susieti ǐseinančia̧ ir i̧ einančia̧ asimptotes. Tam tikslui

i̧ rašome (30) i̧ (28) ir (29):

ψout(r) = Ω̂+
−Ω̂+ψin(r). (31)

(31) formulȩ galima užrašyti kompaktǐskiau, i̧vedant sklaidos opratoriu̧ arba S opratoriu̧ ,

Ŝ = Ω̂+
−Ω̂+, (32)

ψout(r) = Ŝψin(r). (33)
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Ǐs Miolerio operatoriu̧ seka ir S operatoriaus unitarǐskumas:

Ŝ+Ŝ = ŜŜ+ = 1. (34)

S operatorius ir jam atitinkanti S matrica yra vieni ǐs pagrindiniu̧ sklaidos teorijos sa̧voku̧ .

Sklaidos eksperimente detektorius yra labai toli nuo vietos, kurioje vyksta sklaida, todėl ats-

tumus ir laikus galima laikyti asimptotǐskai dideliais. Kvantinės ir klasikinės sklaidos teoriju̧

uždavinys – pagal i̧ einančios dalelės būsenos parametrus nustatyti ǐseinančios dalelės būsenos

parametrus. Tai, kas vyksta sklaidos centre, kur asimptotė in pereina i̧ asimptotȩ out, neturi

praktinės reikšmės. Būtent sklaidos S operatorius ir perveda dalelȩ ǐs ψin(r) i̧ ψout(r) būsena̧ .

Diferencialinis sklaidos skerspjūvis nestacionariojoje teorijoje.

Suformuluosime kvantinės mechanikos sklaidos diferencialini̧ skerspjūvi̧ kiek galima panašiau

i̧ klasikinė mechanikos. Laikysime, kad žinomi dalelės kvantinės ”trajektorijos” pradiniai parame-

trai, t.y. vidutinis prisitaikymo atstumas ρ0 ir vidutinis judėjimo kiekis p0. Tegul p0 nukreiptas

z ašies kryptimi. Konkretumo dėlei panagrinėsime keleta̧ ψin paketo pavyzdžiu̧ .

Tegul turime paketa̧ ties tašku r=0 koordinatiniame vaizdavime:

ψ
(A)
in (r) ∼ e−

1
2(

r
b )

2

eipoz = e−
1
2(

ρ

b )
2

e−
1
2(

z
b )

2

eipoz. (35)

Jis simetrǐskai pasklidȩ s apie taška̧ r=0 visomis kryptimis. Judėjimo kiekio vaizdavime (Bandzaitis

ir Grabauskas, 63 psl.) paketas aprašomas šitokia funkcija (de Broilio banga yra tikrinė judėjimo

kiekio funkcija):

ψ
(A)
in (p) ≡ 〈p|ψ(A)

in 〉 ∼ e−
1
2
(bp⊥)2e−

1
2
b2(pz−p0)2 . (36)

Čia pz ir p⊥ – judėjimo kiekio ǐsilginė ir skersinė dedamosios.

Kitas bangu̧ paketas koordinatiniame vaizdavime

ψ
(B)
in (r) ∼ e−

1
2

(

ρ−ρ0
b

)2

e−
1
2(

z
b )

2

eipoz (37)

toks pat kaip ir A atvejo, tiktai jo centras paslinktas per ρ0 statmena z ašiai kryptimi. Judėjimo

kiekio vaizdavime jis aprašomas šitokia funkcija:

ψ
(B)
in (p) ≡ 〈p|ψ(B)

in 〉 ∼ e−
1
2
(bp⊥)2e−

1
2
b2(pz−p0)2e−ip⊥ρ0 . (38)

Jeigu Φ0(p) yra bet koks paketas, kurio svorio centras yra ant z ašies, tai

〈p|ψin〉 = e−ip⊥ρ0Φ0(p) (39)
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yra paketas, kurio svorio centras paslinktas per ρ0, statmenai z ašiai.

Dabar galime pereiti prie bendro atvejo. Tegul žinoma dalelės pradinė būsena ψin. Tikimybė,

kad idealus detektorius užregistruos dalelės galinės būsenos judėjimo kieki̧ intervale d3p, yra:

dw(p) = |〈p|ψ(t → +∞)〉|2d3p, (40)

kur sutinkamai su (23) formule banginė funkcija ψ(t) aprašo paketo evoliucija̧ . Atsižvelgiant

i̧ tai, kad |p〉 yra tikrinės Û0(t) evoliucijos operatoriaus funkcijos, ir panaudojant (26) sa̧ ryši̧ ,

(40) formulȩ galima perrašyti šitaip:

dw(p) = |〈p|ψout〉|2d3p. (41)

Panaudojant S matricos apibrėžima̧ (33) ir jos sa̧ ryši̧ su sklaidos amplitude

〈k′|Ŝ|k〉 = δ(k − k′) +
ih̄2

2πµ
δ(Ek −Ek′)f(k → k′)

susiesime judėjimo kiekio pasiskirstymo amplitudȩ pradinėje būsenoje su judėjimo kiekio pa-

siskirstymo amplitude galinėje būsenoje:

〈p|ψout〉 = 〈p|Ŝ|ψin〉 = 〈p|ψin〉

+
ih̄2

2πµ

∫

d3p′δ(Ep −Ep′)f(p′ → p)〈p′|ψin〉. (42)

Kadangi realiuose eksperimentuose detektorius visuomet stovi i̧ šona̧ nuo krentančiu̧ daleliu̧

srauto krypties, galima laikyti, kad jis neregistruoja (42) būsenos pirmojo nario. Tuomet

〈p|ψout〉 →
ih̄2

2πµ

∫

d3p′δ(Ep −Ep′)f(p′ → p)〈p′|ψin〉. (43)

Daleliu̧ su fiksuotu prisitaikymo parametru sklaidos tikimybė yra:

dw(p)

∣

∣

∣

∣

ρ0

=
d3p

4π2µ2

∫ ∫

d3p′d3p
′′

δ(Ep −Ep′)δ(Ep −Ep
′′ )

×f(p′ → p)f∗(p
′′ → p)e−i(p′

⊥
−p

′′

⊥
)ρ0Φ0(p

′)Φ∗
0(p

′′

). (44)

Patekusiu̧ i̧ detektoriu̧ daleliu̧ , kuriu̧ judėjimo kiekis yra intervale d3p, skaičius yra lygus

integralui pagal prisitaikymo parametra̧ ρ0 plokštumoje, statmenoje z ašiai, padaugintas ǐs

krentančiu̧ daleliu̧ srauto tankio j0. Prileidȩ , kad j0 = 1 (vienetinis srauto tankis), surandame

diferencialini̧ skerspjūvi̧ (dσ = dw/j0):

dσ = dw(p)

∣

∣

∣

∣

ρ0

d2ρ0 =
d3p

4π2µ2

∫

d2ρ0

∫ ∫

d3p′d3p′′δ(Ep −Ep′)δ(Ep −Ep′′)
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×f(p′ → p)f∗(p′′ → p)e−i(p′

⊥
−p

′′

⊥
)ρ0Φ0(p

′)Φ∗
0(p

′′

). (45)

Integravimas ρ0 atžvilgiu atneša δ(p′⊥ − p
′′

⊥), kuria̧ kartu su δ(Ep′ − Ep′′ ) galima pertvarkyti

šitaip:

δ(p′
⊥ − p

′′

⊥)δ(E′
p −Ep′′ ) =

µ

p′z
δ(p′

⊥ − p
′′

⊥)δ(p′z − p
′′

z ) =
µ

p′z
δ(p′ − p

′′

). (46)

Integravimas pagal d3p
′′

atneša 4π2 bei p′ = p
′′

ir

dσ =
d3p

µ2

∫

d3p′
µ

p′z
δ(Ep −Ep′)|f(p′ → p)|2 |Φ0(p

′)|2. (47)

Pakeitȩ tūrio elementa̧

d3p = p2dp dΩ = µ pdEp dΩ, (48)

ir suintegravȩ pagal dEp, pagaliau gauname galutinȩ diferencialinio skerspjūvio ǐsraǐska̧ :

dσ = dΩ

∫

d3p′
p′

p′z
|f(p′ → p)|2 |Φ0(p

′)|2
∣

∣

∣

∣

Ep=Ep′

. (49)

Padarius prielaida̧ , kad pradinio judėjimo kiekio p′ isšibarstymas apie vidutinȩ vertȩ yra

labai mažas, tai p′/p′z (49) integrale galima pakeisti vienetu, f(p′ → p) galima pakeisti f(p0 →
p), nes, esant mažam p′ ǐssibarstymui, ji mažai keičiasi, todėl ja̧ galima ǐskelti prieš integralo

ženkla̧ . Kadangi pradinio bangu̧ paketo funkcija Φ0(p
′) normuota i̧ vieneta̧

∫

d3p′|Φ0(p
′)|2 = 1, (50)

(49) ǐsraǐska pereina i̧ stacionariosios sklaidos teorijos skerspjūvio ǐsraǐska̧ :

dσ

dΩ
= |f(p0 → p)|2. (51)

Tokiu būdu, nuosekliai nagrinėdami, pasiekėme stacionariosios sklaidos teorijos rezultata̧ .

Tačiau (51) formulė galioja tik tuomet, kai

1) sklaidomu̧ daleliu̧ pluoštelis judėjimo kiekio erdvėje aprašomas gerai lokalizuotu bangu̧

paketu;

2) detektorius yra už sklaidomu̧ daleliu̧ konuso, t.y. registruoja tiktai ǐssklaidytas daleles.

Raliuose eksperimentuose šios sa̧ lygos visuomet būna patenkintos.
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