6. Nestacionarioji sklaidos teorija.
Vienmatis uzdavinys

Ankstesnése paskaitose nagrinéta stacionarioji sklaidos teorija pagrista intuityviom prie-
laidom ir néra laisva nuo vidiniy prieStaravimu. Stacionariojoje sklaidos teorijoje i sklaidos
centra, skriejanciy daleliu, aprasymas ploks¢ia banga priestarauja kvantinei mechanikai, nes joje
tiktai kvadratiskai integruojamos (banginés funkcijos kvadrato integralas turi buti baigtinis)
funkcijos apraso realia fizikine busena. Ploks¢ios bangos tokios néra. Iskraipytos bangos wl((+) (r)
taip pat néra kvadratiskai integruojamos.

Pasirodo, kad sklaidos uzdavini suformulavus kaip nestacionaru,, skai¢iavimo metodus, sukur-
tus stacionarioje sklaidos teorijoje, galima grieztai pagristi, t.y. parodyti, kad jie teisingi.

Nestacionarioje sklaidos teorijoje daleliy, sklaida nagriné¢jama kaip bangu paketu sklidimas.
Pradésime nuo paprastesnio uzdavinio nei buvo nagrinéta antroje paskaitoje. Panagrinésime
vienmacio judéjimo uzdavini. Tegul daleliu, kuriy masé p ir judéjimo kiekis k, srautas juda
isilgai x asSies ir savo kelyje sutinka staciakampi barjera. Surasime daleliu praéjimo ir at-
spindzio koeficientus T'(k) ir R(k) = 1 — T'(k). Daznai §is uzdavinys laikomas vienu pa-
prasciausiu kvantinéje mechanikoje dél matematinio paprastumo, kai naudojama stacionari
teorija (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas, ”"Kvantiné mechanika”, p. 95). Istikruju taip ir yra,

jeigu dalelés, skriejancios i barjera aprasomos plokscia banga
o) = 7. (1)

Tuomet stacionariosios Sredingerio lygties sprendinys yra Sitoks:

ek 4 Cre™*T 1 <0,
Yp(x) = { Cae™® + Cze™"*, 0 <z <a, (2)
Cie** x> a.

Cia k ir & susije su daleliu kinetine energija dydziai:

_VBE _ VWuE V)
k= B H—T- (3)

(2) lygtis uzrasyta F < Vj atvejui, todél £ yra menamas dydis. Koeficientas C7 apraso at-

spindétos, o Cy — praéjusios bangos intensyvumus:
R=|C1]% T =|Cyf. (4)

Koeficienty C1, Cy, C3 ir Cy reikSmés surandamos i§ banginés funkcijos ir jos iSvestinés reiksmiy

lygybés ant barjero riby (vadinama funkciju susiuvimu, nes visoje srityje —oo < x < +oo



funkcija negali turéti trukiu). Praleidziame visus iSvedimus ir uzrasome praéjimo tikimybe (Zr.
A.Bandzaicio ir D.Grabausko “Kvantinés mechanikos” vadovélio 107-108 puslapius ir (5.59)

formule): )
4k°k

T=1—-R= . )

(k%2 + k2)2 sh2?(ka) + 4k?K2 (5)

Sis nagrinéjimas labai panasus i antroje paskaitoje nagrinéta stacionaruy sklaidos uzdavini.

Dabar eisime kitu keliu ir surasime tas pacias formules (4) ir (5). Pradiniu laiko momentu ¢ = 0

dalelés busena aprasysime bangu paketu:
Y(z,t =0) = d(z) = ™ x(z — x0), (6)

kur x(z) — kazkokia varpo formos funkcija su maksimumu apie taska x = xo. Bangu paketas
apraso dalele, lokalizuota, apie taska, x = x¢ ir judancia vidutiniu greiciu vg = hk/u. Tegul
xo < 0,0k > 0. Siuo atveju bangy, paketas juda i3 kairés i desine, kaip parodyta 1 pav. Barjero
plotis yra a. Srityje iki barjero bangu paketas juda laisvai. Toks judéjimas trunka tg = |xg|/vg
laiko. Zinoma, kad laisvai judantis bangu paketas per laika, t( iSplinta, ir tuo labiau, kuo didesnis
jo judéjimo kiekio p neapibréztumas Ap (Ap - Az > h) arba kuo mazesnis jo koordinatés zg
neapibréztumas. ISplitimo didumas aprasomas dispersija, kuri parodo nuokrypi nuo vidutinés
vertés. Taigi Gauso formos

1 _ (w—aq)?

x(z —zo) = piaat (7)

paketo, kurio plotis puséje aukscio yra b, koordinatés pradiné dispersija D,(t = 0) = b%/2
padvigubéja per laika
T = ub?/h. (8)
(8) formulé gauta (6) ir (7) irasius i dispersijos apibrézima bei panaudojus x = vgt.
Toliau paprastumo délei naudosimeés prielaida, kad dalelés erdvinio pasiskirstymo (6) disper-
sija yra tiek didelé, jog i paketo iSplitima per laika to galima nekreipti démesio (b < k). Gauso
formos bangu paketui tai reiskia, kad

b2 > x0/k. 9)

Ta, pacia, nelygybe naudinga parasyti ir dalelés judéjimo kiekio dispersijai:
D, = 1/2b* < k/2x0. (10)

Skirtingai nuo koordinateés dispersijos judéjimo kiekio dispersija nesikeicia, kai dalelé juda laisvai.

Patogiau naudoti dalelés banginés funkcijos (6) Furje atvaizda:
oo .
x(x —xo) = / drA(r)e@=20), (11)
—00
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1 pav. Bangu paketo sklaida potencialo barjeru. Vienmatis uzdavinys.

0] a

Palyginus (6) ir (11) formules, galima suprasti, kad varpo formos funkcija x(z — z¢) i§ (6)
formulés atitinka varpo formos funkcija A(k) i$ (11) formulés. Laikysime, kad laiko momentu
t = 0 pradiniai paketo matmenys daug mazesni uz atstuma tarp paketo svorio centro zg ir
barjero = a. Kartu su (9) salyga b? > x¢/k tai reiskia, kad A(x) i§ (11) pasiskirstymo plotis
daug mazesnis uz dalelés vidutini judéjimo kieki &k (b < k).

Sklaidos uzdavinio sprendimo tikslas — surasti sklaidos bangine funkcija, kuri yra nuo laiko

prikausancios Sredingerio lygties

L 0Y(x,t) -
ZTLT = Hi(z,t) (12)

sprendinys, patenkinatis (6) pradine salyga. I$ kvantinés mechanikos zinome, kad (12) lygties

bendraji sprendini galime uZradyti stacionariosios Sredingerio lygties

Hepy(x) = Epi() (13)

sprendiniy, superpozicija. Parodysime, kad mums reikalingas (12) lygties sprendinys, tenkinatis



(6) prading salyga,, gali buti parinktas Sitoks:
Y(x,t) = / dkA(K — k)e "% =R)zoy, (z)e Ewt/h, (14)
—0o0

Cia vy (x) yra ne kas kitas, o gerai zinomas stacionariosios Sredingerio lygties (13) sprendinys
(2).

Kadangi padaréme prielaida, kad A(k" — k) < k, israiskoje (14) po integralo zenklu FEjs
galima pakeisti apytikre iSraiska:

h2k/2 h2k2 h2

By = ~ —— + —k(k' — k) = Ej, + hvo(K' — k). 1
= T~ g k(R ) = B (K ) (15)

Cia vy = hk/p, ir skleidziame eilute apie viduting judéjimo kiekio vere k. Antros eilés nariai

atmetami. Todél (14) iSraiska supaprastéja:
. oo 1y
Uost) = e B [ A — e Ry ), (16)

Irasysime (2) i (16) iSraiska, su koeficientais Cy, Cy, Cj ir Cy, surastais i§ funkciju susiuvimo
ant potencialo barjero ribu. Tuomet srityse i$ kairés ir deSinés nuo barjero banginé funkcija turi

Sitokias iSraiskas:

P(a,t)| =P E Py (@ — (2o + vot)) + Cre” *re T R My (—z — (39 + vot)),
<0

P(x,t) = C46ik$e_iE’“t/hx(a: — (zo + vot)). (17)

r>a

Kait =0,
Y(x,t =0) = eikxx(m —x0) + Clefikxx(—x — x),

<0

Y(x,t =0) = Cue*x(z — x0). (18)
Tr>a

Dabar reikia prisiminti, kad y(x) pasiskirstymo plotis daug mazesnis uz x¢. Tai reiskia, kad
laiko momentu ¢ = 0 i sriti « < 0 patenka funkcijos x(—z — z¢) tiktai uodega. Lygiai taip pat
i sriti # > 0 patenka funkcijos x(z — zo) uodega. Jeigu i Sias uodegas nekreipsime démesio ir
atsizvelgsime i x(x) specifines savybes, pamatysime, kad (18) israiska ekvivalentiska (6) salygai
visoje —oo < x < 400 srityje.

Taigi parodéme, kad (14) pavidalo banginé funkcija (z, t) tenkina ir nestacionariaja, Sredin-
gerio lygti (12) ir prading salyga (6), kas reiskia, kad ji yra misu nagrinéjamo uzdavinio
sprendinys.

Panagrinékime $io sprendinio fiziking prasme. Tam tikslui patogu pasinaudoti (17) israiska.

Srityje z < 0, kai t < |z¢|/vo, svarbus tiktai pirmasis sumos narys, aprasantis dalelés judéjima, i§



kaires i desing, o t > |zg|/vy atveju — tiktai antrasis narys, aprasantis dalelés judéjima priesinga
kryptimi, t.y. i§ deSinés i kaire. I sritj = > 0 dalelé su pastebima tikimybe prasiskverbia tiktai
tuo atveju, kai ¢ > |xg|/vo ir toliau visa laika juda i deSing, toldama nuo barjero. Visi §ie
rezultatai pavaizduoti 1 pav., kuriame pavaizduotas dalelés koordinatés tankio pasiskirstymas
p(z,t) = [¢(x,t)|? | vairiais laiko momentais. Rodyklés rodo dalelés judéjimo krypti.

Dalelés peréjimo per barjera koeficientas yra lygus tikimybei rasti dalele srityje x > a laiko
momentu t > tg:

oo oo

T=W(x>a)= / 1, 6) | 2da = 04/a (@ — (20 + vot))[2dz = |Ca*. (19)

a
Analogiskai apskaic¢iuojamas ir atspindzio koeficientas:

0 a

(s, ) [2d = 01/ (=2 — (20 + vot))Pdz = [C1 2. (20)

—00

R:W(x<a):/

—00

Gavome, kad (19) ir (20) formulés yra tokios pat, kaip ir stacionariosios teorijos atveju (4)
israiskos. Reikia pastebéti, kad funkcijai ¢y (x), kuri nestacionarioje teorijoje surandama tam,
kad butuy galima apskaiciuoti dalelés prag¢jimo ir atspindzio koeficientus, galima nesuteikti jokios

fizikinés prasmés. Ji taip pat néra kvadratiskai integruojama ir neapraso jokiu realiy busenu.
Trimatis uzdavinys. Asimptotinés buisenos. Sklaidos operatorius.

Stacionarioje teorijoje buvo nagrinéjamas pastovaus vienalyc¢io daleliu, kuriu greitis gerai
zinomas, srauto iSsklaidymas nejudanciu jégos centru. Tikslas — zinant dalelés saveikos su cen-
tru désni, surasti diferencialini skerspjuvi. Prisiminkime, kaip sklaidos uzdavinys sprendziamas
klasikinéje mechanikoje. Ten pasinaudojant judéjimo lygtimis, nustatoma dalelés judéjimo tra-
jektorija ir pagal jos asimptotika surandamas sarysis tarp prisitaikymo parametro b ir sklaidos

kampo p = p(#). Paskui pagal §i santyki apskai¢iuojamas diferencialinis sklaidos skerspjuvis:

0 |dp(6
do = 2mpdp = %‘%’d@ (21)

Kvantinéje mechanikoje néra dalelés trajektorijos savokos. Dalelé nickada nebiina tiksliai
lokalizuota erdvéje ir neturi apibrézto judéjimo kiekio. Ankstesniame skyriuje matéme, kad
dalelés judéjimas erdvéje téra bangu paketo evoliucija. Isivaizduokime bangu paketa,, kuris pra-
diniu laiko momentu yra pakankamai toli nuo jégos centro ir juda su vidutiniu judéjimo kiekiu
po link jégos centro. Laikui bégant bangu paketas plésdamasis pasiekia jégos centra ir visu
savo turiu ieina i saveikos sriti, kurioje daugiau ar maziau deformuojasi, po to palieka saveikos

sriti pla¢iu nesimetrisku debeséliu (zr. 2 ir 3 pav.). Issklaidytos dalelés patekimo i detektoriu,



esanti kazkur toli nuo jégos centro, tikimybé proporcinga tikimybeés tankiui rasti dalelg atitinka-
mame detektoriaus taske. Bendrais bruozais Sis vaizdas nesiskiria nuo vienmacio bangu paketo
judéjimo. Taciau trimaciu atveju pasekti paketo evoliucija laike, naudojant panasias i vienmacio
uzdavinio formule, techniskai labai sunku. Todél teks naudoti ypatinga, matematini aparata ir

daug nauju savoku.

Cuemyuk

3 pav. Po susidirimo (laiko momentu ¢ > 0) neissklaidytas paketas tesia judéjima grei¢iu vg, o

issklaidyta banga plinta i visas puses. Ji nelygi nuliui viduje sferos, kurios spindulys vgt.

Tegul laiko momentu ¢ = 0 dalelés buisena aprasoma kvadratiskai integruojama funkcija
Yo (r). Ji kartu su hamiltonianu H pilnai apraso visa nenutrukstama, seka busenu 1 (r,t), per
kurias praeina bangu paketas laike prie§s momenta ¢ = 0 ir po jo, kai ¢ > 0. Kartais sakoma, kad
funkcija 1 (r) nusako visa kvanting ”trajektorija” arba kvanting ”orbita”, kuria juda dalelé
(paketas).

Pasekti dalelés "trajektorija” galima evoliucijos operatoriaus
U(t) = e iHt/h (22)

pagalba, kur H=H+V - pilnas sistemos hamiltonianas, o funkcija galima uzrasyti Sitaip
(A.Bandzaitis ir D.Grabauskas ”Kvantiné mechanika”, p. 77, formulé (4.9)):

__iHt

P(r,t) = e 7 go(r) = U(t)iho(r). (23)



Evoliucijos operatorius tenkina unitariskumo salyga:
UtU=0U" =1, (24)

todél (23) funkcijos normavimas paketo evoliucijos metu nesikeicia.
Kai t — —o0, taip pat t — 400, bangu paketo pagrindiné dalis yra toli uz jégos veikiamos
srities, t.y. jis yra laisvas. Sioje srityje jo evoliucija valdo ne hamiltonianas H, bet laisvos dalelés

hamiltonianas Hy. Siai sriciai ivesime atitinkama, evoliucijos operatoriu:
Uo(t) = e~ Hot/h, (25)

Kai t — +o00, nagrinéjama “trajektorija” artéja prie laisvos dalelés judéjimo, kuri galima

aprasyti Sia funkcija:

Y(r,1) e Uo()tout (). (26)
Analogigkai laikui t — —o0,
v t)| = To(thin). (27)

Busenos i, (r) ir ¢eu(r), aprasancios dalelés "trajektorijos” (23) asimptotines (26) ir (27)
savybes laiko momentu ¢ — Fo00, vadinamos asimptotinémis biisenomis arba nagrinéjamos

"trajektorijos” jeinacia (in) ir iSeinancia (out) asimptotémis (7r. 4 ir 5 pav.).

4 pav. Tipigka sklaidos orbita.

Kaip ir visa "trajektorija”, dalelés asimptotes galima surasti i bangu paketo ¥g(r). (26)
ir (27) dauginame i§ kairés i3 U(T ir ieSkome atitinkamos ribos. Po to irasome 1 (r,t) israiska, i

(23) ir gauname Sitokias iSraiskas:

Y(r)in = lim U5 (U (£)ioo(r) = QT v (r), (28)
U(r)our = lim UG (U (t)o(r) = do(r). (29)

7
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Opbuma

5 pav. Pakankamai stipriems traukos potencialams i§ begalybés atlekianti dalelé gali buti pagauta i

spiraling orbita ir niekada neissilaisvinti.
Cia jvesti du nauji operatoriai, kurie vadinami Miolerio operatoriais (zr. 6 pav.):

Qr = lim U ()Ty(1). (30)

t—=o0

Miolerio operatoriu zZenklai parinkti taip, kad blitu patogiau pereiti prie stacionariosios sklaidos
teorijos. Jie taip pat unitariniai. UninariSkumas seka i$ (24) israiskos.

,’l! I My j a
Alym-acumunmomaVUtt)| "":{z/ o\

AT TS V1
Hi-acusnmoma U1y, >

UM
ok -

-

;W > =y [ V>

( &fﬁimﬁu Ut [ >

19> = 0o “OpoumaV(t)y >

6 pav. Klasikinis Miolerio operatoriy, isivaizdavimas.

Naudojant Miolerio operatorius galima susieti iSeinancia, ir jeinancia asimptotes. Tam tikslui
irasome (30) i (28) ir (29):
Your (r) = QF Qi (r). (31)

(31) formule galima uzrasyti kompaktiskiau, ivedant sklaidos opratoriu arba S opratoriu,
S =00y, (32)

wout(r) = Swm (I‘) (33)



Is Miolerio operatoriu seka ir S operatoriaus unitariskumas:
STS =85 =1. (34)

S operatorius ir jam atitinkanti S matrica yra vieni i§ pagrindiniy sklaidos teorijos savoku.
Sklaidos eksperimente detektorius yra labai toli nuo vietos, kurioje vyksta sklaida, todél ats-
tumus ir laikus galima laikyti asimptotiskai dideliais. Kvantinés ir klasikinés sklaidos teoriju
uzdavinys — pagal jeinancios dalelés biisenos parametrus nustatyti iSeinancios dalelés biisenos
parametrus. Tai, kas vyksta sklaidos centre, kur asimptoté in pereina i asimptote out, neturi

praktinés reiksmeés. Butent sklaidos S operatorius ir perveda dalele 18 ¥, (r) i ¥oy:(r) busena,.
Diferencialinis sklaidos skerspjuvis nestacionariojoje teorijoje.

Suformuluosime kvantinés mechanikos sklaidos diferencialinj skerspjuvi kiek galima panasiau
i klasikiné mechanikos. Laikysime, kad zinomi dalelés kvantinés ”trajektorijos” pradiniai parame-
trai, t.y. vidutinis prisitaikymo atstumas pg ir vidutinis judéjimo kiekis pg. Tegul pg nukreiptas
z asies kryptimi. Konkretumo délei panagrinésime keleta, 1;, paketo pavyzdziu,.

Tegul turime paketa ties tasku r=0 koordinatiniame vaizdavime:
(4) _1(r\? . 1N 1022
%n (I‘) ~ e 2(b) ezpoz =e 2(1)) e 2(1)) ezpoz. (35)

Jis simetriskai pasklides apie taska, r=0 visomis kryptimis. Judéjimo kiekio vaizdavime (Bandzaitis
ir Grabauskas, 63 psl.) paketas aprasomas $itokia funkcija (de Broilio banga yra tikriné judéjimo
kiekio funkcija):

b (p) = Iy ~ ez P13V (P2 —p0)? (36)

Cia p, ir p, — judéjimo kiekio isilginé ir skersiné dedamosios.

Kitas bangu paketas koordinatiniame vaizdavime

P (r) o3 (ER) - 1(3)? v (37)

toks pat kaip ir A atvejo, tiktai jo centras paslinktas per pg statmena z asiai kryptimi. Judéjimo

kiekio vaizdavime jis aprasomas Sitokia funkcija:

Ui (0) = (pluf,)) ~ e 20V e at e i, (38)

Jeigu ®¢(p) yra bet koks paketas, kurio svorio centras yra ant z asies, tai

(P[Yin) = e~ PLP B (p) (39)



yra paketas, kurio svorio centras paslinktas per pg, statmenai z asiai.
Dabar galime pereiti prie bendro atvejo. Tegul zinoma dalelés pradiné busena 1);,. Tikimybe,

kad idealus detektorius uzregistruos dalelés galinés biisenos judéjimo kieki intervale d3p, yra:

dw(p) = [(pl¥(t — +00))[*d’p, (40)

kur sutinkamai su (23) formule banginé funkcija v (t) apraso paketo evoliucija. Atsizvelgiant
i tai, kad |p) yra tikrinés Uo(t) evoliucijos operatoriaus funkcijos, ir panaudojant (26) sarysi,

(40) formule galima perraSyti sitaip:

dw(p) = [(p[tour) *d°p. (41)
Panaudojant S matricos apibrézima, (33) ir jos sarysi su sklaidos amplitude
/ / in? /
(K'|S]k) = 6(k — k') + 2—5(Ek: — L) f(k = k)

susiesime judéjimo kiekio pasiskirstymo amplitude pradinéje busenoje su judéjimo kiekio pa-

siskirstymo amplitude galinéje busenoje:
(Pltoout) = (PIS[in) = (Pltin)

ih?
tgre [ AWOE ~ B)F(® = B) ) (42)
Kadangi realiuose eksperimentuose detektorius visuomet stovi i Sona nuo krentanciu, daleliy

srauto krypties, galima laikyti, kad jis neregistruoja (42) busenos pirmojo nario. Tuomet
ihZ 3,/ ! /
(Bltou) = o [ d05(E, — Ey) f(o = B)p ) (43)

Daleliy, su fiksuotu prisitaikymo parametru sklaidos tikimybé yra:

dw(p)

3 3
. 47‘(‘2 //d /d p 5 E E )5(Ep—EpN)

xf(p' —p)f (p — p)e PLPING(p)Di(p"). (44)

Patekusiu i detektoriy daleliu, kuriy judéjimo kiekis yra intervale d3p, skaiGius yra lygus
integralui pagal prisitaikymo parametra pg plokStumoje, statmenoje z aSiai, padaugintas i$
krentanciy daleliy srauto tankio jo. Prileide, kad jo = 1 (vienetinis srauto tankis), surandame

diferencialini skerspjuvi (do = dw/jop):

2 3 3
47T“/d //d 'Bp'S(E, — Ep)5(E, — Eyr)

10

do = dw(p)
PO



X f(p' — p)f*(p" — p)e {PLTPLIPG(p') B} (p). (45)

Integravimas po atzvilgiu atnesa §(p’, — pi), kuria kartu su §(E, — Ep//) galima pertvarkyti

Sitaip:
" 12 " " 12 "
o(pL —pL)(E, —E,) = Z75(pl —p)oW. —p.) = 275(1)/ -p ). (46)

Integravimas pagal d®p” atnesa 472 bei p/ = p” ir

d3p 3 ) M / 2 AP
=z dpﬁé(Ep—Ep/)lf(p — )" [o(p')]" (47)

do

Pakeite turio elementa,

d*p = p*dp dQ = p pdE, dQ, (48)

ir suintegrave pagal dE,, pagaliau gauname galuting diferencialinio skerspjiivio iSraiska:

/
M=M/ﬁ%wmemm%ww (49)

Eszp/'

Padarius prielaida, kad pradinio judéjimo kiekio p’ isSibarstymas apie vidutine verte yra
labai mazas, tai p’/p, (49) integrale galima pakeisti vienetu, f(p’ — p) galima pakeisti f(pg —
p), nes, esant mazam p’ iSsibarstymui, ji mazai keiciasi, todeél ja, galima iskelti pries integralo

zenkla. Kadangi pradinio bangu paketo funkcija ®o(p’) normuota i vieneta,
[ 1@ = 1, (50)

(49) israiska pereina i stacionariosios sklaidos teorijos skerspjuvio israiska:

i —p)P 1)

Tokiu biidu, nuosekliai nagrinédami, pasickéme stacionariosios sklaidos teorijos rezultata,.
Taciau (51) formulé galioja tik tuomet, kai

1) sklaidomu, daleliy pluostelis judéjimo kiekio erdvéje aprasomas gerai lokalizuotu bangu
paketu;

2) detektorius yra uz sklaidomu daleliy, konuso, t.y. registruoja tiktai issklaidytas daleles.

Raliuose eksperimentuose Sios salygos visuomet biina patenkintos.
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