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IVADAS

Osciliuojancios sistemos daznai pasitaiko tiek naturalioje gamtoje, tiek Zmogaus
sukonstruotose sistemose. Tokiy sistemy elgesys daznai aprasomas netiesinémis di-
ferencialinémis lygtimis.

Osciliacijos konservatyviose sistemose, kai fazinéje erdvéje egzistuoja be galo
daug viena kitai artimy periodiniy sprendiniy, yra gerai iSnagrinétas teorinés fizi-
kos uzdavinys, kadangi jis iskyla sprendziant planety judéjimag. Tuo tarpu ribinio
ciklo osciliatoriai, kai fazinéje erdvéje be galo mazoje periodinio sprendinio aplinko-
je neegzistuoja kity periodiniy sprendiniy, yra nagrinéjami tik pastarajj Simtmet;j.
Tokie osciliatoriai sutinkami elektronikoje, robototechnikoje, lazeriuose, cheminése
reakcijose, biologinése sistemose bei ekonominiuose modeliuose. Ypac didelis susido-
meéjimas ribinio ciklo osciliatoriais yra pastaraji dvidesimtmetj, kai pradéjo sparciai
vystytis neuromokslas, nagrinéjantis neurono nuslopinimo ir suzadinimo mechaniz-
mus, neurony sinchronizacijos ir desinchronizacijos valdyma.

Netiesinés dinamikos moksle, daugeliu atveju norint gauti analizinius rezultatus,
stengiamasi ,,istiesinti“ nagrinéjama lygtj konkretaus sprendinio aplinkoje. Ribinio
ciklo atveju uz tokj ,istiesinima“ atsako Floke teorema, suformuluota dar XIX a.
pabaigoje. Taciau esminis pasiekimas buvo padarytas I. Malkin’o XX a. viduryje,
kai buvo suformuluotas fazinés redukcijos metodas. Veliau ji nepriklausomai ,per-
atrado“ A. Winfree, nagrinédamas biologinius ritmus. Metodo esmé yra ta, kad
vietoje visy ribinj cikla aprasanciy kintamyjy yra nagrinéjamas vienas skaliarinis
kintamasis — fazé. Toks supaprastinimas leidzia gauti analizinius rezultatus silp-
nai perturbuotam ribinio ciklo osciliatoriui arba osciliatoriams, sujungtiems silpnu
rysiu.

Biologinése sistemose, lazeriuose ir elektronikoje daznai pasitiko delsos reiskiniai,
kai sistemos dinamika priklauso ne vien tik nuo dabartiniy dinaminiy kintamuyjuy
reikSmiy, bet ir nuo jy praeity reikSmiy. Tokias sistemas apraso diferencialinés lygtys
su delsa, kurios, priesingai negu paprastosios diferencialinés lygtys, yra begalinés
dimensijos. Todél osciliatoriams su delsa paranku atlikti fazine redukcijg, nes is

begalinés dimensijos lygties lieka tik viendimensiné. Siam uzdaviniui darbe bus
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skirtas didelis démesys.

Dinamines sistemas su nereguliariu elgesiu, zinomas kaip chaotinés sistemos, sun-
ku prognozuoti, bet santykinai lengva valdyti. Vienas is aktualiy valdymo teorijos
uzdaviniy yra nestabiliy periodiniy orbity stabilizavimas chaotinéje sistemoje. Siam
uzdaviniui spresti K. Pyragas XX a. pabaigoje pasitulé valdymo metoda, naudojant
uzdelstajj griztamajj rysj. Toks metodas pasirodé labai patrauklus jvairiose ekspe-
rimentinése situacijose. Teoriskai stabilizuotas orbitas apraso lygtis su delsa, todél
¢ia taip pat aktuali faziné redukcija — ji gali parodyti, kada orbita stabilizuojama

bei kitas orbitos savybes.

Kitas svarbus netiesinés dinamikos uzdavinys, kai sistema yra veikiama periodi-
ne auksto daznio iSorine jéga. Daznis yra aukstas ta prasme, kad jis lyginamas su
sistemos savaisiais charakteringais dazniais. Mokslas, nagrinéjantis auksto daznio
jéga veikiamas mechanines sistemas, vadinamas vibracine mechanika. ISorinés jégos
aukstas daznis gali kardinaliai pakeisti sistemos elgesj, pavyzdziui, klasikinis vib-
racinés mechanikos uzdavinys yra matematiné svytuoklé, kurios pakabinimo taskas
judinamas aukstu dazniu, bet maza amplitude. Jei daznis ir amplitudé tenkina tam
tikras salygas, tai gali stabilizuotis vertikaliai j virsy stovincios svytuoklés padétis.
Kitas pavyzdys — tai yra smeélis, pabertas ant aukstu dazniu virpinamos nuozul-
nios plokStumos. Jis gali pradeéti ,lipti“ j virsy, jei plokstumos pasvyrimo kampas,
virpéjimo daznis ir amplitudé tenkina tam tikras salygas. Tokius, atrodyty svei-
kam protui priestaraujancius eksperimentus, paaiskina sistemos lygc¢iy matematine
analize. Faziné redukcija Siuo atveju néra tinkamas teorinés analizes jrankis, nes
osciliatorius drastiskai pakeicia savo elgesj. Todél Siuo atveju naudojamas vidurki-
nimo metodas, kurio esmé yra iSeliminuoti narius su aukstu dazniu ir gauti lygtis,

aprasancias sistemos dinamika, suvidurkinta per auksto daznio perioda.

Zmonéms, sergantiems Parkinsono liga, kai ligos pozymiy nepavyksta pasalinti
cheminiais vaistais, taikoma chirurginé procedura, vadinama gilumine smegeny sti-
muliacija, kai tiesiogiai j smegenis implantuojamas elektrodas, auksto daznio srove
stimuliuojantis tam tikras smegeny sritis. IS eksperimenty zinoma, kad tai duo-
da teigiamus rezultatus: sumazéja arba baigiasi nevalingas kuno drebéjimas. Kas
vyksta su sinchronizuotais neuronais, kurie atsakingi uz kuno drebéjima, juos sti-
muliuojant auksto daznio srove, néra iki galo aisku. Todél iskyla poreikis naudoti

vidurkinimo metoda, analizuojant sistemos dinamines lygtis.
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Pagrindiniai darbo tikslai

1. Sukurti efektyvy fazés atsako funkcijos skaic¢iavimo algoritma osciliatorinéms

sistemoms, aprasomoms paprastosiomis diferencialinémis lygtimis.

2. Isplésti fazinés redukcijos metoda osciliatoriams, aprasomiems diferencialiné-

mis lygtimis su delsa.

3. ISnagrinéti silpnai iSderinta iSpléstinio uzdelstojo griztamojo rysio valdymo

metoda, naudojant fazinés redukcijos priemones.

4. Standartiniam uzdelstojo griztamojo rysio metodui sukurti valdymo matricos
konstravimo algoritma, leidziantj stabilizuoti periodine orbita su topologiniu

ribojimu.

5. Panaudojant vidurkinimo metoda, iSnagrinéti aukstadaznés stimuliacijos jtaka

savaiminéms neurony osciliacijoms.

Mokslinis naujumas

1. Sukurtas skaitmeninis fazés atsako funkcijos skaiciavimo algoritmas, paremtas

linearizuotos lygties dél nuokrypio integravimu j priekj.

2. Isplétota fazinés redukcijos teorija sistemoms, aprasomoms diferencialinémis

lygtimis su delsa.

3. Fazinés redukcijos priemonémis iSnagrinétas silpnai iSderintas uzdelstojo griz-

tamojo rysio valdymo metodas.

4. Pasiulytas uzdelstojo griztamojo rysio metodo valdymo matricos konstravimo

algoritmas, leidziantis stabilizuoti periodines orbitas su topologiniu ribojimu.

5. Remiantis vidurkinimo metodu, paaiskintas neurony savaiminiy osciliacijy slo-

pinimo mechanizmas, stimuliuojant neuronus auksto daznio signalu.

Ginamieji teiginiai

1. Osciliatoriams, aprasomiems paprastosiomis diferencialinémis lygtimis, fazés
atsako funkcijg galima suskaic¢iuoti integruojant j priekj tiesine lygtj dél nuo-

krypio.
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2. Begalomatés fazinés erdvés diferencialiniy lygciy sistema su delsa silpnai su-
trikdytiems ribinio ciklo osciliatoriams galima redukuoti j vieng skaliarine lygtj

dél fazes.

3. Pridéjus prie sistemos uzdelstojo griztamojo rysio jéga, valdomos periodineés

orbitos fazés atsako funkcijos forma nepakinta.

4. Orbitos, stabilizuotos silpnai iSderintu uzdelstuoju griztamuoju rysiu, perioda

galima nustatyti, panaudojant fazine redukcija.

5. Tinkamai parinkus valdymo matrica, nestabilios orbitos su topologiniu riboji-

mu gali buti stabilizuotos standartiniu uzdelstojo griztamojo rysio metodu.

6. Neurono savaimines osciliacijas galima nuslopinti auksto daznio stimuliacija

bei nuslopinimo mechanizmg suprasti naudojant vidurkinimo metoda.

Publikacijy sarasas

Straipsniai Web of science referuojamuose zZurnaluose

[A1] V. Novicenko ir K. Pyragas, Computation of phase response curves via a
direct method adapted to infinitesimal perturbations, Nonlinear Dyn. 67, 517-526
(2012)

[A2] V. Novicenko ir K. Pyragas, Phase reduction of weakly perturbed limit cycle
oscillations in time-delay systems, Physica D 241, 1090-1098 (2012)

[A3] V. Novicenko ir K. Pyragas, Phase-reduction-theory-based treatment of
extended delayed feedback control algorithm in the presence of a small time delay
mismatch, Phys. Rev. E 86, 026204 (2012)

[A4] K. Pyragas ir V. Novicenko, Time-delayed feedback control design beyond
the odd-number limitation, Phys. Rev. E 88, 012903 (2013)

[A5] K. Pyragas, V. Novic¢enko ir P. Tass, Mechanism of suppression of sustained
neuronal spiking under high-frequency stimulation, Biol. Cybern. 107, 669-684
(2013)

Tarptautinése konferencijose

[A6] V. Novicenko ir K. Pyragas, Phase response curves for systems with time
delay, 7th European Nonlinear Dynamics Conference (Rome, 2011.07.24-29). Pro-

ceedings of the 7th European Nonlinear Dynamics Conference



xi

[A7] V. Novicenko ir K. Pyragas, Phase response curves for systems with time
delay, XXXI Dynamics Days Europe (Oldenburg, 2011.09.12-16). Abstracts and list
of participants, psl. 197

[A8] V. Novicenko ir K. Pyragas, Analytical expression for the period of or-
bits stabilized by extended delayed feedback control, The 5th International Confe-
rence (CHAOS 2012) on Chaotic Modeling, Simulation and Applications (Athens,
2012.06.12-15). Book of Abstracts, psl. 111

[A9] V. Novicenko ir K. Pyragas, Analytical properties of autonomous systems
controlled by extended time-delay feedback in the presence of a small time delay
mismatch, XXXIII Dynamics Days Europe (Madrid, 2015.06.03-07). Book of Abst-
racts, psl. 145

[A10] K. Pyragas ir V. Novi¢enko, Beyond the odd number limitation: Control
matrix design for time delayed-feedback control algorithm, XXXIIT Dynamics Days
Europe (Madrid, 2013.06.03-07). Book of Abstracts, psl. 251

Nacionalinése konferencijose

[A11] V. Novi¢enko ir K. Pyragas, Spontaniniy neurono osciliacijy slopinimo me-
chanizmas veikiant aukstadazne stimuliacija, Fiziniy ir technologijos moksly tarp-
dalykiniai tyrimai (Vilnius, 2011.02.08). Pranesimy santraukos

[A12] V. Novic¢enko ir K. Pyragas, Spontaniniy neurono osciliacijy slopinimo
mechanizmas veikiant aukstadazne stimuliacija, 39-0ji Lietuvos nacionaliné fizikos
konferencija (Vilnius, 2011.10.6-8). Programa ir pranesimy tezés, psl. 149

[A13] V. Novicenko ir K. Pyragas, Valdymo matricos konstravimas uzdelsto griz-
tamojo rysio valdymo algoritmui, 40-oji Lietuvos nacionaliné fizikos konferencija

(Vilnius, 2011.06.10-12). Programa ir pranesimy tezés, psl. 242

Darbe naudojamy santrumpy sarasas

FAF — fazés atsako funkcija

NPO — nestabili periodiné orbita

SDL — skirtuminés diferencialinés lygtys

PDL — paprastosios diferencialinés lygtys

UGR — uzdelstasis griztamasis rysSys

UGRV - uzdelstojo griztamojo rysio valdymas

IUGRV - ispléstinis uzdelstojo griztamojo rysio valdymas

PGR — proporcinis grjztamasis rysSys



xii [vadas

AD — aukstas daznis

GSS — giluminé smegeny stimuliacija
HH — Hodgkin-Huxley

STN — sub-thalamic nucleus

GPe — globus pallidus external

Asmeninis autoriaus indélis

Autorius isvedé dauguma disertacijoje aprasyty analiziniy rezultaty, taip pat

atliko skaitmeninius skaic¢iavimus.

Padéka

Nuosirdziai dékoju savo mokslinio darbo vadovui prof. habil. dr. Kestuciui
Pyragui uz kantruma, atiduma, démesinguma bei mokslines diskusijas.

Esu dékingas savo kolegoms Irmantui Ratui ir dr. Viktorui Pyragui uz bendra-
darbiavima, patarimus ir gera nuotaika visg doktoranturos laikotarpj.

Kaip ir kiekvienam zmogui, man svarbi moraliné parama. Dékoju savo Zzmonai

Astai uz palaikyma.



1 skyrius: FAZINE REDUKCIJA

Sio skyriaus pradzioje supazindinama su Floke teorija — tiesine stabilumo analize
ribiniam ciklui. Skyriuje aprasytas fazinés redukcijos metodas, jo pagrindinés savo-
kos ir skaitmeniniai rezultatai konkrecioms sistemoms. Taip pat parodytas fazinés
redukcijos naudingumas — pateikti pavyzdziai, kur fazinés redukcijos taikymas yra
aktualus. Toliau aprasytas fazinés redukcijos metodo iSplétojimas sistemoms, kurias
apraso diferencialinés lygtys su delsa. Skyrius baigiamas fazinés redukcijos taikymo

pavyzdziais konkretiems osciliatoriams su delsa.

1.1 Ribinio ciklo tiesiné stabilumo analizé, Floke
teorija

Tarkime, turime netiesine dinamine sistema, aprasomg paprastosiomis diferen-
cialinémis lygtimis:

x(t) = f(x(t)), (1.1)

¢ia x = (1,29, ..,2,)7 yra n-matis vektorius-stulpelis, aprasantis sistemos biiseng
(¢ia T Zymi transponavimo operacija). Tarkim, kad lygtis turi periodinj spren-
dinj x.(t + T') = x.(t) su periodu 7. Norint iSsiaiskinti, ar sprendinys x.(¢) yra
stabilus, reikia ziuréti, kaip kinta be galo mazas nuokrypis 0x(t) = x(t) — x.(t) (¢ia
x(t) yra sutrikdytas sistemos sprendinys). Lygtis dél nuokrypio iki pirmojo

Teiloro eilutés skleidimo nario atrodo taip:
0x%(t) = Df(x.(t))ox(t), (1.2)

¢ia Df(x.) yra Jakobiano matrica, paskai¢iuota ant periodinio sprendinio. Lyg-
tis yra tiesiné lygtis su periodiniais koeficientais, todél jos sprendiniams ga-
lioja superpozicijos principas: jei turime du sprendinius 0x4(t) ir 0xpg(t), tai ir
y(t) = c10x4(t) + c20xp(t) bus taip pat sprendinys (Cia ¢; ir ¢y yra bet kokios
konstantos). Butu patogu bet kokj lygties sprendinj isreiksti per bazinius
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sprendinius, todél yra jvedama savoka ,,fundamentaliyjy sprendiniy sistema” ¢4(t),
d2(1), .., dn(t) sudaro fundamentaliyjuy sprendiniy sistema, jei bet kokj lygties
sprendinj galima iSreiksti sprendiniu ¢4 (t), @2(t), .., ¢, (t) tiesine kombinacija. Tei-
singas ir atvirkscias teiginys: bet kokia ¢ (t), ¢2(t), .., ¢, (t) tiesiné kombinacija yra
lygties sprendinys. Funkcijuy ¢;(t) reiksmés bet kuriuo laiko momentu yra tie-
siskai nepriklausomi vektoriai. Tarkime, turime fundamentaliyjy sprendiniy sistema,
su pradine salyga:

:(0)=e; i=12 .n. (1.3)

Cia e; = (0, 0%,
clemente (¢ia 65 — Kronekerio delta). Lygtis (1.2)) turi postumio simetrija: jei jos bet

., 00)T — vektorius su visais nuliais, iSskyrus vieneta, esantj i-tajame
kokj sprendinj pastumtume per perioda 7', tai gauta funkcija irgi bus lygties ((1.2)
sprendinys. Taigi ¢1(t+7T), dpa(t+T), .., pn(t+T) taip pat sudaro fundamentaliyju
sprendiniy sistema. Panagrinékime, kaip nauji fundamentalus sprendiniai isreiskia-
mi per ankstesnius fundamentalius sprendinius. Surasius vektorius-stulpelius ¢;(t)

paeiliui j matrica ®(t), gauname tokj transformacijos sarysj:
®(t+T)=®(t)C, (1.4)

¢ia C yra transformacijos matrica su pastoviais koeficientais. Matrica ®(t) vadinama
evoliucijos matrica, nes, norint rasti lygties ((1.2]) sprendinj 0x(¢) su pradine salyga
0x(0) = dx¢, pakanka pradine salyga padauginti i§ evoliucijos matricos: dx(t) =

®(t)dx¢. Evoliucijos matricai galioja tokie sarysiai:

$(t) = DE(x.(t)®(t) ®(0) =1, (1.5)

¢ia [ — vienetiné matrica. Jei j jrasysime t = 0, tai pamatysime, kad C = ®(T),
todéel ®(t +T) = ®(t)®(T). Matrica ®(7') turi specialy pavadinimg — monodro-
mio matrica. Taigi pakanka zinoti evoliucijos matricg per viena perioda, o tolesnes
evoliucijos matricos reikSmes galima gauti ja dauginant iS monodromio matricos.
Svarbios yra monodromio matricos tikrinés vertés, nes jos parodys, kaip evoliucio-

nuos pradiné perturbacija 0xg po laiko t = mT (¢ia m yra sveikas skaiCius):

0% = ®"(T)0x0. (1.6)

Svarbu pazymeéti, kad determinantas |®(T")| # 0, todél visos tikrinés vertés
yra nenulinés. Nors Jakobianas Df(x.) yra realusis, monodromio matricos tikri-

nés vertes gali buti ir kompleksinés. Taciau jei yra kompleksiné verté, tai yra ir jai
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kompleksiskai jungtiné verté. Bendrai monodromio matricos tikrinés vertes gali buti
issigimusios. Tada reikéty atskirti, ar jos iSsigimusios tik algebriskai, ar ir geometris-
kai. Mes tiek nesismulkinsime ir tarsime, kad visos tikrinés vertés yra skirtingos,
o tuo paciu ir tikriniai vektoriai yra skirtingi, be to tiesiskai nepriklausomi. Taigi
pazymékime p; ir v; — matricos ®(7') tikrines vertes ir tikrinius vektorius-stulpelius
(¢ia i = 1,2..n). Beje, u; yra vadinami ribinio ciklo x.(¢) Floke daugikliais arba
multiplikatoriais. Pradinj trikdj dxq isskaidzius j tikriniy vektoriy v; tiesine kom-
binacijg ir imant ribg m — +o00, matome, kad ribinio ciklo x.(t) stabiluma
charakterizuos |y;|. Jei egzistuoja toks p;, kad |p;| > 1, tai ribinis ciklas nestabilus.

Atkreipkime démesj, kad, jei lygtj sprestume su pradine salyga y;(0) = v;,
tai gautas sprendinys y;(¢) turéty tokia savybe:

yilt + 1) = piyi(t). (1.7)

Tuo lengva jsitikinti, nes y;(t) = ®(t)v;, tuo tarpu y;(t + 7)) = ®(t + T)v; =
B()®(T)v; = u;®(t)v; = py:(t). Teisingas ir atvirkscias teiginys: jei lygties
netrivialus sprendinys y(t) tenkina salyga y(t + 7)) = ay(t), tai a yra viena is
monodromio matricos tikriniy ver¢iy, o y(0) proporcingas atitinkamam tikriniam
vektoriui.

Viena Floke daugiklj ir jj atitinkantj tikrinj vektoriy lengva surasti. Ribinio ciklo
iSvestine t.y. y1(t) = x.(t) yra lygties sprendinys. O kadangi X.(t+7") = x.(t),
t.y. galioja savybe, tai 1 = 1 ir vi = %.(0). Tai, kad autonomineés sistemos
ribinis ciklas x.(t) visada turi vienetinj Floke daugiklj, yra gana akivaizdu: jei
sutrikdysime sistema be galo mazu trikdziu isilgai periodinés orbitos, tai liksim ant
tos orbitos, tik busim Siek tiek pasistume j priekj nuo pradinio tasko. Suintegravus
sutrikdytg sistemg per vieng periodg, trikdis nei padidés, nei sumazés, ka ir parodo
Floke daugiklis pq = 1.

Kartais vietoje Floke daugikliy yra naudojama kita savoka — Floke eksponenté.
Ji apibréziama kaip

In i

No= = (1.8)

Kadangi p; gali buti neigiamas arba kompleksinis, tai Floke eksponentés randamos

nevienareiksmiskai, nes kompleksinio skaic¢iaus z = re logaritmas skai¢iuojamas
taip: Inz = Inr 4 i(¢ + 27k) (¢ia k — bet koks sveikas skai¢ius). Tac¢iau patogumo
délei galima visada imti k£ = 0.
Visus N sprendinius y;(¢) su pradinémis salygomis y;(0) = v; patogu perrasyti
taip:
yi(t) = w;(t) exp (Ait) . (1.9)



4 1. Faziné redukcija

Funkcija u;(t) yra vadinama Floke moda. Kadangi galioja (1.7]), tai Floke moda yra
periodiné funkcija: u;(t +7') = u;(t). Pirma Floke moda yra ribinio ciklo iSvestiné,

t.y. ui(t) = x.(t). Kitas Floke modas galima rasti taip:
u;(t) = yi(t) exp (—=Ait) . (1.10)

Pastaraja israiska reikéty detaliau aptarti, kai A; yra kompleksinis. Galimi du
atvejai: arba p; yra neigiamas, arba u; yra kompleksinis. Taigi, jei p; yra realusis ir
neigiamas, tada tikrinis vektorius v; yra realusis, o Floke eksponenté kompleksiné:

Ai = 1In|p|/T +in/T. Floke moda tuomet bus kompleksiné:

w,(t) = y;(t) exp (—m%”t) exp (—th) : (1.11)

Kitas, sudétingesnis atvejis, kai pats p; yra kompleksinis dydis. Tuomet yra ir
jam kompleksiskai jungtinis p1; = pf. Atitinkami tikriniai vektoriai v; ir v; taip
pat yra vienas kitam kompleksiskai jungtiniai: v; = v;. Be to, R(v;) ir 3(v;)
bus tiesiskai nepriklausomi vektoriai. Todél skleidziant lygties pradinj trikdzio
vektoriy dxo monodromio matricos tikriniais vektoriais, gausime tokig sumg: 6xq =
o+ aR(vi) + S(v;) + ... Ji perrasoma tokiu pavidalu: 0xg = .. +cv; + (ev;)* + ..,
¢ia ¢ = 1(c1 — icy). Taigi Floke moda, atitinkanti Floke daugiklj p; = |p] exp(ig;),
bus

u,(t) = [yfe(t) + zyfm(t)} exp (—Wt) exp (—Tt) : (1.12)

¢ia yFe(t) ir yI™(t) yra (1.2)) lygties sprendiniai su pradinémis salygomis R(v;) ir
$(v;), 0 p; kompleksinio skaiciaus p; faze.

Panaudojus Floke modas, lygties ([1.2)) sprendinj galima uzrasyti taip:
0x(t) = cruy(t) exp (Mt) + .. + ¢, () exp (Ant) , (1.13)

¢ia ¢; yra pradinés salygos skleidimo koeficientai.

Paprastai Floke modos ieskomos ne is ((1.10]), (1.11) ir (1.12)), o i$ lygties (1.2)).
Atliekant kintamuju pakeitima 0x(t) = u(t) exp(At), gauname lygtj:

u(t) + Au(t) = DE(x.(t))u(t), (1.14)

¢ia A ir u(t) yra nezinomieji. Ja reikia spresti su salyga, kad u(t+7') = u(t). Todél
susiduriame su krastiniy salygy uzdaviniu.

Apibendrinant §j skirsnj galima pasakyti, kad tiesioginis Floke mody zinojimas
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paprastai néra labai reikalingas dalykas. Uztat Floke daugikliai turi daug naudingos
informacijos. Pavyzdziui, jei ribinis ciklas yra stabilus, toks, kad p; = 1, o kiti
|ps] < 1, tai silpnai sutrikdzius sistema ir ja integruojant i priekj, trikdzio vektorius
galiausiai pasidarys lygiagretus ribiniam ciklui. Be to, jo ilgj apibrés skleidimo
0x(0) = 1%.(0) + cavy + .. konstanta ¢;.

Pati Floke teorema sako apie kintamuyjy pakeitimg, kuris tiesine lygtj su perio-

diniais koeficientais (1.2)) pakei¢ia tiesine lygtimi su pastoviais koeficientais [].

1.2 Faziné redukcija, pagrindinés sgvokos

Faziné redukcija yra matematinis instrumentas, leidziantis redukuoti sistemos
dinamika su stabiliu ribiniu ciklu: vietoje visy ribinj ciklg aprasanciy kintamyjy, yra
nagrinéjama vieno skaliarinio kintamojo dinamika [2, [3]. Tas skaliarinis kintamasis
ir yra vadinamas faze.

Taigi pradzioje turime n-dimensinio stabilaus ribinio ciklo dinamikos lygtj .
Tarkim jo periodas T', o pats ribinis ciklas yra toks, kad jo Floke daugikliai |u;| < 1,
isskyrus trivialy Floke daugiklj, kuris yra pu; = 1. Lygties sprendinj su pra-
dine salyga xo pazymeékime x(t) = 1(xo,t). Toliau kiekvienam taskui n-matéje
fazinéje erdvéje yra priskiriama faze. Kitaip tariant, jvedamas skaliarinis laukas
Y(x). Pirmiausia fazé apibréziama ribinio ciklo taskams. ISsirenkamas pradinis tas-
kas ant ribinio ciklo, kurj vadinsime nulinés fazés tasku (pazymeékime jji a). Kitiems
ribinio ciklo taskams priskiriame faze, lygia minimaliam laikui, kurj reikéty laukti,
kol sprendinys ateis j norimg taska, startavus is a. Matematiskai tai uzrasoma taip:
Y(¢p(a,t)) = t(modT). Tokiu budu sprendiniui, apeinant ribinj cikla, jo fazé tolygiai
didéja nuo 0 iki 1" (zr. pav. (a)).

~ ~
/(= / \
9=03T U=02T , .1 9=03T V=0.2T o 0.1
9=0
9=0.9T
(a) (b) T~ - =

1.1 pav.: Ribinio ciklo dvimatéje fazinéje erdvéje pavyzdys. (a) — fazé apibréziama
ant ribinio ciklo taip, kad ji tolygiai didéty nuo 0 iki 7', apeinant ribinj cikla. (b) —
fazés apibrézimas taskams, nepriklausantiems ribiniam ciklui. Bruksniné linija rodo,
kaip elgsis sprendinys, jei pradiné salyga yra lygi b. Taskai b, by, by ir t.t. yra ant
linijos, kuri vadinama izochrona.
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Dabar apibrésime faze likusiems fazinés erdves taskams (éia reikia atkreipti de-
mesj, kad sgvoka ,faziné erdvé“ su zodziais ,fazé“ ir ,faziné redukcija“ neturi nieko
bendro). Jei taskas b nepriklauso ribiniam ciklui, jam suteikiam tokia faze, kokia
turéty sprendinys, startavus nuo tasko b ir integruojant be galo daug ribinio ciklo
periody. Kitaip tariant, jei startuotume nuo b ir suintegruotume sistema per vieng
ribinio ciklo perioda, tai atsidurtume taske b;. Jei suintegruotume dar per viena
perioda, tai atsidurtume taske by ir t.t. (7r. [L.1] pav. (b)) Galiausiai tagkas be
bus ant ribinio ciklo ir turés savo apibrézta faze ¥(by), taigi visiems taskams b, by,
by ir t.t. priskiriam ta pacia faze kaip ir taskui b,,. Matematiskai tai uzsirasyty
taip: ¥(b) = lim,,_,. ¥(¥ (b, mT)), ¢ia m — sveikas skaic¢ius. Tokiu budu kiekvienas

fazinés erdvés taskas, esantis ribinio ciklo pritraukimo baseine, turi priskirta faze.

Taskai, turintys ta pacia fazés reikSme, vadinami izochrona. Izochrona yra n —1
dimensijos daugdara. Jei sistema yra dvimaté, tai izochrona yra vienmaté kreivé
dvimatéje erdvéje(zr. |1.1] pav. (b)). Jei du taskai b ir by priklauso tai paciai
izochronai, tai:

lim [4(b,t) — (b, )] = 0. (1.15)

t—o00

Pasirinkus pradine salyga ant ribinio ciklo, sprendinio fazés dinamika aprasys

lygtis
d(t) = 1. (1.16)

Jei prading salyga pasirinktume ne ant ribinio ciklo (pvz., taska b iS pav.), tai
tokio sprendinio fazés dinamika taip pat aprasys lygtis . Tuo galima lengvai
jsitikinti. [rodykim tokj teiginj: jei dviejuy sprendiniy pradinés salygos priklauso tai
paciai izochronai, tai suintegravus juos abu per laisvai pasirinktg laikg At, gausime
du taskus, kurie taip pat bus ant vienos izochronos. Turime ¥(b) = ¥(b;). Dabar

pirmam ir antram sprendiniams po laiko At turime:

I(@p(b, A1) = lim O(sp(b,mT + At)), (1.17a)
I(@p(by, AL) = lim 9(p(by,mT + At)). (1.17b)

Kadangi b ir by priklauso tai paciai izochronai, tai pasinaudojus (1.15) gauname:

lim [¢(b,mT + At) — (b, mT + At)] = 0, (1.18)

m—0o0

o tuo padciu ir 9((b, At)) = ¥(¢p(by, At)). Taigi du sprendiniai visa laika islieka
ant tos pacios izochronos. Todél nesvarbu, ar pradésime integruoti nuo tasko b ar

nuo tasko b, kuris yra ant ribinio ciklo, jy fazés bet kada sutaps, todél ir fazés
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dinamika bus ta pati.

Irodykime dar vieng svarbia skaliarinio lauko ¥(x) savybe. Raskime fazés dina-
mika lygties (1.1)) sprendiniui x(t), tiesiogiai diferencijuodami J(x(t)) pagal laika:
d

SOGx(0) = [VO(x(t)]” £x(1)) (1.19)

¢ia VI(x) = (09/0x1,00/0x,, .., 00 /0x,)T yra fazés gradientas, paskai¢iuotas taske
x. (1.19) lygtyje T Zymi transponavimo operacija, nes tiek Vi(x), tiek f(x) yra
vektoriai-stulpeliai. IS kitos pusés, zinome, kad galioja (|1.16), todél fazés laukui

bet kuriame taske x galioja:

Vil (x) - f(x) = 1. (1.20)

Izochronas analitiSkai retai kada pavyksta rasti, taciau paprastoms dinaminéms
sistemoms ta galima padaryti. Panagrinékime c¢ia keleta pavyzdziy. Tarkim, turime

antros eilés dinamine sistema, kurig apraso kompleksinis dydis z(t):

2(t) = F(z). (1.21)

Po= f(r), (1.22a)
o = g(r), (1.22Db)

t.y. funkcijos f ir g nepriklauso nuo ¢, tada galima gauti analizing izochronos
israiska. Salyga reiskia, kad ribinis ciklas yra apskritimo formos, o salyga
reiskia, kad apskritimas apeinamas tolygiai. Papildomos salygos sistemai
yra Sios: f(0) = 0 — reikalaujame tolydaus vektorinio lauko taske F'(z = 0);
f(ro) = 0 —ribinio ciklo ties r = r( egzistavimas; %
Kampinj greitj ant ribinio ciklo pazymésime w = g(ry). Tada periodas T = 27 /w.

< 0 —ribinio ciklo stabilumas.

Kad surastume izochronas, reikia rasti fazés lauka (funkcija 9(r, ¢)), kuris tenkinty
salyga di/dt = 1 su bet kokiais ([1.22)) lygties sprendiniais r(¢) ir ¢(t). Pazymétina,

kad faze ¥ reikty skirti nuo polinés koordinates ¢. leskome fazés lauko tokia forma:
_ ¥
I(r,p) = o + h(r), (1.23)

¢ia h(r) — kol kas nezinoma funkcija. Jei nulinés fazés taska pasirenkame ¢ = 0, tai

h(ro) = 0, kadangi ant ribinio ciklo poliné koordinaté yra proporcinga fazei. Dabar
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ieskome fazés iSvestineés:

g =) + ;”;f(r) =1. (1.24)

w

IS ¢ia randame: .

h(r) = / “:fg(;)s)ds. (1.25)

T0

Tokia h(r) funkcija tenkins reikalavima h(rg) = 0, todél izochrona tenkins lygtj:

U(r,p) = g + / st = const. (1.26)

[snagrinékime keletg konkreciy pavyzdziy.
Pavyzdys 1: Turime Landau-Stuart osciliatoriy:

t=(1+14)z—z2[. (1.27)

Radiuso dinamika aprasoma funkcija f(r) = r—r3, o polin¢ koordinaté g(r) = 1.

Kadangi w = 1, tai izochronos lygtis yra:

d(r,p) =+ / 1;(QS§S)CZS = . (1.28)

Pavyzdys 2: Modifikuotas Landau-Stuart osciliatorius:
t=(1+4)z+ (—1+ib) z|2?, (1.29)
¢ia b — realusis dydis nelygus minus vienam. Lygtis polin¢je koordinaciy sistemoje:

Fo= r—r° (1.30a)
¢ = 1+br? (1.30D)

Ribinis ciklas yra ties ro = 1. Tada kampinis daznis w = 1 4+ b. Taigi izochronos

lygtis:
0= 7ip
’ 1+b 140

Inr. (1.31)

Gautos izochronos yra pavaizduotos [1.2] pav.
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15 15 15

1 1 1

0.5 0.5 0.5
=g x 2y
& og) &

-0.5 -0.5 -0.5

-1 -1 -1

-15 -15 -1.5

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(a) R(z) (b) R(2) () R(z2)

1.2 pav.: Sistemos (1.29)) ribinis ciklas ir jo izochronos prie jvairiy parametro b
ver¢iy. (a) — parametras b = 0; (b) — parametras b = 2; (¢) — parametras b = —2.

1.3 Fazés atsako funkcija, jos skaiciavimas ir fizi-

kiné prasmeé

Nesutrikdytos sistemos su stabiliu ribiniu ciklu fazés dinamika yra triviali,
todel ji néra naudinga. Kitas reikalas, kai sistema yra sutrikdyta. Yra zinoma, kad
osciliatoriai, veikiami iSoriniu signalu arba signalais i$ kity osciliatoriy, gali vaiz-
duoti labai jvairy elgesj [2], B [4]. Tokiy sistemu analizé gali i$ esmés supaprasteéti,
jei perturbacija yra maza. Cia ir yra naudingas fazinés redukcijos metodas. Jis
paremtas teiginiu, kad, nors silpnas trikdis sutrikdo osciliatoriaus amplitude ir faze,
taciau amplitudé greitai relaksuoja prie savo tikrosios verteés, tuo tarpu fazés trikdis
islieka ir ji reikia jskaityti. Svarbi ribinio ciklo charakteristika, ateinanti i$ fazinés
redukcijos metodo, yra jo fazés atsako funkcija (FAF). FAF apraso osciliatoriaus
fazés pokytj, kaip atsaka j impulso formos perturbacija, paskaic¢iuotg kiekviename
ribinio ciklo taske. Istoriskai, FAF formalizma pradéjo naudoti Hastings’as ir Swee-
ney’as [b] nagrinedami Sirdies ritmu persijungima [6], o véliau jis buvo pritaikytas
kitiems osciliatoriams. FAF zinojimas leidzia lengvai numatyti osciliatoriaus elgesj,
kai jis yra veikiamas bet kokios formos silpnu iSoriniu signalu arba silpnais signalais
is kity osciliatoriy. Pavyzdziui, FAF leidzia numatyti osciliatoriaus sinchronizacija
su iSoriniu periodiniu signalu ir fazés pagava su kitais sujungtais osciliatoriais [4].
Be to, FAF zinojimo dazniausiai pakanka, kad suprastume kolektyvines dinami-
nes savybes, tokias kaip koherentines osciliacijas, keliaujanc¢ias bangas ir struktury
susidaryma [2] [3].

FAF ypa¢ svarbi kardiologijoje ir neuromoksle. Sirdies sistemose FAF koncepcija
naudinga, suprantant jvairiy aritmijy atsiradimus [7), 8, 9]. Neuromoksle fazinés re-
dukcijos modeliai i$ esmés supaprastina detaliy biologiniy modeliy kompleksiskuma

[10, 1T), 12, 13]. FAF taip pat naudinga valdymo uzdaviniuose, konstruojant jvairius
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neurono stimuliavimo algoritmus |14, [15].

FAF gali buti iSmatuota eksperimentiskai [16, 17, [I8] arba apskai¢iuota teoriskai
[13, 19} 20}, 211 22]. Teoriniam apskai¢iavimui, aiSku, reikia Zinoti modelio lygtis. Pa-
prastiems osciliatoriy modeliams FAF gali buti paskaic¢iuota analizigkai [19] 20, 22].
Taciau daugumoje atvejy analizinis pri¢jimas neduoda rezultaty ir yra butina nau-
doti skaitmeninius metodus [I3], 21]. Yra dvi bazinés idéjos skaitmeniniam FAF
apskaic¢iavimui. Viena i$ ju yra paremta tiesioginiu osciliatoriaus atsako j trumpa
impulsa visuose ribinio ciklo taskuose apskaic¢iavimu [23]. Algoritmas yra papras-
tas, bet netikslus, kadangi turime reikalg su baigtinés amplitudés perturbacija. Kita
idéja yra linearizuoti sistemg ribinio ciklo aplinkoje ir spresti tiesine jungtine lyg-
ti [10, 12 24 25]. Toks algoritmas néra trivialus, nes ieSkomas jungtinés lygties
sprendinys yra nestabilus ir reikalauja lygties integravimo atgal. Nepaisant to, Sis
algoritmas laikomas standartiniu skaic¢iuojant FAF. Pavyzdziui, jis yra jgyvendintas
populiariame pakete XPPAUT [24]. Siame skirsnyje mes apZvelgsime $iuos algo-
ritmus, taip pat pateiksime musy pasiulyta skaitmeninj FAF skaiciavimo algoritma

[A1], kuris remiasi tiesioginio algoritmo adaptavimu be galo mazoms perturbacijoms.

Taigi, tarkime, turime sutrikdyta osciliatoriy:
x(t) = f(x(t)) + eg(t), (1.32)

¢ia g(t) yra vektoriné nuo laiko priklausanti perturbacija, o € mazas parametras.

Sistemos ([1.32]) fazés dinamika galima gauti analogiskai, kaip ir daréme ankséiau,
pasinaudoje (1.20) gauname:

d
aﬂ(x(t)) =1+¢e- Vo (x(t)) - gt). (1.33)

Esant mazai perturbacijai, sistemos trajektorija bus arti ribinio ciklo. Todél fazes
gradienta, esantj pastarojoje lygtyje, galime skai¢iuoti ant ribinio ciklo taske x.(%),
kuris yra ant tos pacios izochronos, kaip ir taskas x(t). Kitaip tariant, VJ(x(t)) ~
Vi (x.(19)). Si vektoriné T-periodiné funkcija ir yra vadinama fazés atsako funkcija.
Ja zZymesime z(1)), o jos i-toji komponenté skaiciuojama taip:

99(x.(1))

a(0) = 5o (1.34)

Taigi lygties ([1.32)) fazeés redukuotas modelis € tikslumu atrodo taip:

D(t) =1+ ez” (V) - g(t). (1.35)
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FAF turi savyje visa reikiamg informacija apie ribinj cikla, kad paskaiciuotume
fazés dinamikg esant silpnai perturbacijai. IS matyti FAF fizikiné prasme:
jos i-0ji komponenté parodo, kiek bus perturbuota sistemos fazé, jei sistemai, esant
taske x.(1), suteiktume be galo maza trikdj isilgai teigiamos x; krypties.

FAF dazniausiai skaiciuojama skaitmeniskai, tac¢iau kai kurioms sistemoms ja
galima paskaiciuoti ir analiziSkai. Panagrinékime praeitame skirsnyje nagrinéta sis-
tema ([L.21)). Tegul kompleksinis dydis z(t) = x(t) +iy(t). Tuomet pagal FAF

bus iSvestinés

oV

ald) = o, (1.36a)
() = ?j, (1.36D)

paskai¢iuotos ant ribinio ciklo z.(t) = rqcos(wt) ir y.(t) = rosin(wt). Zinodami
Y¥(z,y) arba polinése koordinatése ¥(r, ) (o ji zinom is ((1.26))) galime nesunkai
paskaic¢iuoti FAF. Skai¢iuodami 09 /0r taske ry susiduriame su neapibréztumu, todeél

apibrézkime tokig riba:

L w—g(r)
= lim ———. 1.37
p r—ro f(’]") ( )
Tuomet FAF gauname:
ro)? + 1
2 (0) = —% sin(wd — a), (1.38a)
Tow
ro)? + 1
2(0) = % cos(wt — a), (1.38Db)
Tow

¢ia o toks kampas, kad sina = pro/\/(pro)? + 1, o cosa = 1/4/(pro)? + 1. Taigi i8

(1.38) matyti, kad FAF yra harmoniné funkcija.

Dabar apzvelgsime skaitmeninius FAF skaic¢iavimo budus.

Tiesioginis metodas: Sis metodas remiasi tiesioginiu sistemos atsako j specifinj
trikdj skai¢iavimu [23]. Tarkim neperturbuotos sistemos pradines salygos yra
pasirinktos ant ribinio ciklo su tam tikra faze ¥ t.y. xo = x.(¢). Dabar pridékime
mazg perturbacija Ax; prie i-tosios pradinio vektoriaus xo, komponentés, paliekant
kitas komponentes neperturbuotas. Pagal FAF apibrézima perturbuotos sis-
temos fazé pakis per dydj Ax;z;(¥), turint omeny, kad Az; pakankamai mazas. O
tai reiskia, kad sistemos sprendinys su perturbuota pradine salyga konverguos
prie x(t) — x.(V + Az;z;(0) + t), kai t — oc.

Praktiskai algoritmas jgyvendinamas tokiu budu. Duotai fazei ¥ suskaic¢iuoja-

mos sutrikdyta ir nesutrikdyta pradines salygos. Tada startuojant iS sutrikdytos
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pradines salygos, sistema integruojama per pakankamai daug sveiky periody skai-
¢iy, kol sistema atsiduria ant ribinio ciklo. Tada jvertinamas fazés skirtumas A9(4)
tarp nesutrikdytos pradinés salygos ir sutrikdytos bei suintegruotos sistemos galinés
salygos. IS to skaic¢iuojama FAF z;(J) = Av(¥)/Ax;. Nors algoritmas labai papras-
tas, taciau turi daug tikslumo trukumy: neaisku kaip tinkamai pasirinkti Ax;, kiek
sveiky perioduy integruoti sutrikdyta sistema ir kaip tinkamai jvertinti Ag(d).
Jungtinés lygties metodas: Sis metodas remiasi Malkino darbais [26, 27].

Juose parodyta, kad FAF yra T-periodinis lygties
a(t) = — [DE(xe()]" (1) (1.39)

sprendinys su pradine salyga z”(0) - x.(0) = 1. Lygtis yra jungtiné (1.2))
lygéiai. Sios lygtys turi tokia savybe, kad pa¢mus bet kokius (nebiitinai periodinius)
tiesioginés lygties dx () ir jungtinés lygties z(t) sprendinius, jy skaliariné sandauga
nepriklauso nuo laiko:

z' (t) - 6x(t) = const. (1.40)

Pastaraja lygybe lengva jrodyti diferencijuojant ja pagal laika.

Taigi lygtis duoda alternatyvy buda skaitmeniskai rasti FAF. Deja pe-
riodinio lygties sprendinio radimas néra toks trivialus. Dél periodiskumo
z(0) = z(T") mes susiduriame su krastiniy salygy uzdaviniu. Kadangi Jakobianas
lygtyje priklauso nuo ribinio ciklo x.(t), atrodo protinga integruoti
kartu su pasirinkus pradines salygas ant ribinio ciklo. Deja, toks integravimas
neveiksmingas, nes periodinis sprendinys yra nestabilus. IS tiesy, jei panagrinétume
lygties sprendinj, ji iSskaidzius Floke modomis , pamatytume, kad vi-
sos komponentés, iSskyrus pirma, eksponentiskai slops. Tuo tarpu, kadangi galioja
, tai jungtines lygties sprendinys eksponentiskai augs. Be to augimas bus tuo
didesnis, kuo didesnis bus tiesioginés lygties sprendinio slopimas. Todél Erment-
rout’as pasiulé ([1.39)) integruoti atgal laike [10), [12] ir jgyvendino 8ig idéjg XPPAUT
pakete [24]. Integruojant atgal , nusistovi periodinis sprendinys, kuris ir ati-
tinka FAF. Bet atgalinis integravimas kartu su nejmanomas, nes tuomet
ribinio ciklo sprendinys x.(¢) tampa nestabilus. Todél pradzioje integruojama
i priekj, ir randamas sistemos Jakobianas. Tuomet integruojama atgal. Bet
naudojant kintamo zingsnio Runge-Kuto algoritma (kuris standartiskai yra naudo-
jamas daugelyje skaitmeninio skai¢iavimo paketu), prireikia zinoti Jakobiang kitais
laiko momentais, nei jis buvo rastas integruojant j priekj. Todél ji tenka ap-
roksimuoti. Kita jungtinés lygties metodo problema atsiranda, jei ribinis ciklas yra

silpnai stabilus, nes atgalinis integravimas létai konverguoja prie periodinio spren-
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dinio.

Pazymétina, kad neseniai Govaerts ir Sautois pasiulé jungtinio metodo modifika-
cija [25]. Cia stabilus ribinis ciklas randamas sprendziant krastiniy veréiy uzdavinj.
O FAF randamas kaip Salutinis produktas, krastinio uzdavinio sprendimo metu.
Krastiniy verciy uzdavinys yra sprendziamas kolokacijy metodu Gauso taskuose.
Metodas pradedamas nuo periodinio sprendinio spéjimo ir tada iteruojant spéjamas
sprendinys artéja prie tikslaus sprendinio. Todél toks FAF skaiciavimas naudingas,
kai jg reikia rasti prie jvairiy parametry reiksmiy. Nezymiai pakeitus sistemos pa-
rametrus, jos FAF bus panasi j pries tai esancia FAF, todél pradinis spéjimas bus
arti tikslaus sprendinio, kas lems greita konvergavima. Taciau, kaip patys autoriai

pazyméjo, ju metodas néra tinkamas, kai reikia rasti vieng ar kelias FAF.

Tiesioginio metodo adaptavimas be galo maZoms perturbacijoms: Sis
metodas yra aprasytas [A1] darbe. Pradékime nuo lygties, aprasancios be galo mazos

perturbacijos dinamika ribinio ciklo aplinkoje:
0x(t) = Df(x.(t + 9))ox(t). (1.41)

Pazymeétina, kad pastaroji lygtis gali buti integruojama kartu su (|1.1)). Todél mums

nereikia Jakobiano interpoliavimo, prieSingai nei jungtinés lygties metode.

Norédami rasti i-taja FAF komponente prie fazés 1, pasirinkime lygties
pradine salyga 0x(0) = (&%,0%,..,0:)T, t.y. visas komponentes, lygias nuliui, is-
skyrus i-taja, kuri prilyginta vienetui. Dabar suintegruokime lygti per m
perioduy (m — sveikas skaicius) ir raskime dx(mT'). Kadangi ribinis ciklas yra stabi-
lus, vektorius 0x(mT') taps lygiagretus greicio vektoriui V(9) = %x.(v) = f(x.(v)),
kai m — oo. Pagal apibrézima z;(9) lygi perturbuotos sistemos fazés pokyciui, t.y.

lim,,, o0 0x(mT) = V(19)z;(¥). Pastaraja lygybe galima perrasyti taip:

. VT(9)ox(mT)
) = VTV )

(1.42)

Si lygtis leidzia paskai¢iuoti FAF integruojant i priekj kartu su ([1.1).
Toks algoritmas gali buti pagerintas. Pagal mes turime integruoti lygtis
per m periody, kol trikdzio vektorius dx(m7T) taps lygiagretus greic¢io vektoriui
V(¥). Integravimo periodu skaicius gali buti labai didelis, jei ribinis ciklas silpnai
stabilus. Mes galime iSvengti nereikalingo integravimo per daug periody, jei vietoje
lygties nagrinétume lygti dél evoliucijos matricos. Norint iSgauti informacija
apie FAF, pakanka zinoti evoliucijos matricg, suintegruota per vieng perioda. Taigi

skirtinguose fazés taskuose ¥ jveskime n x n fundamentine matrica ®y(t), kuria
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apibrézia lygtis:
B, (1) = DE (x.(t + 1)) @y (1), (1.43)

su pradine salyga ®4(0) = I,,, ¢ia [,, yra n X n vienetiné matrica. FAF skaiciavi-
mui prie konkretaus ) reikia zinoti monodromio matrica, t.y. ®4(7"). Padalinkim
perioda T' i N lygiu intervaly At = T/N = A4 ir apibrézkime N mazginiy tas-
ky x.(¥)) ant ribinio ciklo su lygiais fazés tarpais ¥, = kAY, k = 0,1,..,N — 1.
Iveskim paprastesnj zyméjima Py, (t) = Pr(t). Kad rastume monodromio matri-
ca @, (T), kiekviename mazginiame taske pakanka integruoti per maza laiko
intervala t € [0, AY] tarp gretimy mazginiy tasky skaic¢iuojant pagalbines matricas
D(AY), @1 (AY), .., Pn_1(AY). Tuomet iesSkoma monodromio matrica ®,(7T") bet

kuriam mazginiam taskui randama kaip pagalbiniy matricy sandauga:
Pi(T) = Pi-1(AD) - - - Po(AD)PN_1(AV) - - - By(AD). (1.44)

Pazymeétina, kad visas lygties (|1.43)) integravimo laikas, skai¢iuojant pagalbines mat-
ricas @, (A), yra lygus vienam apéjimui apie ribinj cikla. Visos reikiamos monod-

romio matricos ®4(7") randamos dauginant matricas ®,(Av) skirtinga tvarka.

Toliau parodysime, kaip iS monodromio matricos ®,(7T") paskaic¢iuoti FAF k-
tajame mazginiame taske z(J;). Kad supaprastintume rasyma, indekso k nerasysi-

me, tac¢iau turésime omeny, kad visa tai galioja prie bet kurios fazés reiksmes 1.

Naudojant fundamentine matrica ®(7T), trikdj (1.42)) iSraiskoje galima uzraSyti
taip:
ox(mT) = ®™(T)6x(0). (1.45)

Kad supaprastintume pastaraja lygti, mes naudosime spektring dekompozicija, pa-
remta Floke teorija. Mes zinome, kad fundamentiné matrica néra singuliari ir turi

desiniuosius v; ir kairiuosius w; tikrinius vektorius:

®(T)v, = vy, (1.46a)
wi®(T) = pwi, (1.46Db)

¢ia p; yra ribinio ciklo Floke daugikliai. Jie tenkina charakteristine lygtj:

1®(T) — ul,| = 0. (1.47)

Vienas is Floke daugikliy apraso trikdj isilgai ribinio ciklo py = 1, kiti |p;] < 1.
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Be to, kairieji ir desinieji tikriniai vektoriai yra ortogonalus vienas kitam:

wiv; =0, kaiij. (1.48)

Dabar pradinj trikdj 6x(0) isskleiskime deSiniaisiais tikriniais vektoriais:
0x(0) = c1vi + .. + ¢ Vi, (1.49)

ir jrase ji i (1.45) dideliems m gauname:

n

lim ox(mT) = %g&o;ul CiVi = C1V1. (1.50)
Pirma desinjjj tikrinj vektoriy galime pasirinkti lygy greiciui t.y. vi = V. Tuo-
met (1.50)) istacius j (1.42), gauname, kad FAF lygi pirmam skleidinio koeficientui:

Dabar padauginkime skleidinj (1.49)) i§ kairiojo tikrinio vektoriaus w’ ir panau-
doje ortogonalumo savybe ((1.48) gauname:

w1 0x(0)

= el S 1.52
& WTV ( )

Kadangi pradiné perturbacija dx(0) turi tik i-taji nenulinj elementa, lygtyje ga-
lima suprastinti w?x(0) = wy[i], ¢ia wy[i] yra i-toji vektoriaus w; komponenteé.

Tokiu budu visas FAF komponentes galima rasti is:

Wi

= . 1.53
z wi'V ( )
Si lygtis atspindi pagrindine miisy algoritmo idéjg. Mes matome, kad FAF ra-
dimas susiveda ] kairiojo tikrinio vektoriaus radimag, kuris tenkina matricine lygtj
wl[®(T) —1,] = 0. Kadangi tikriniai vektoriai ieSkomi konstantos tikslumu, tai
pirma komponente galime pasirinkti lygia vienetui: w1 [1] = 1. Tada kitas kompo-

nentes w2 : n] randame i§ n — 1 tiesiniy lygciy sistemos:
wi2:n|{®(T)2:n;2:n] —L,1} = —®(T)[1;2: n], (1.54)

¢ia ®(T)[2 : n;2 : n] yra submatrica, pagaminta i§ matricos ®(T'), pasalinant pirma

eilute ir pirma stulpelj.
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Taigi mes naudojam ((1.53)), kad rastume FAF mazginiuose taskuose ¥, = kA,
kai yra zinomos monodromio matricos ®,(7"). Apibendrinant, algoritma galima

suvesti j tris zingsnius:

1 zingsnis. Rasti N mazginiy tasky ant ribinio ciklo, kuriy fazés paskirstytos toly-
giai ¥y = EAY, ir paskaiciuoti pagalbines matricas ®4(Ad) integruojant (1.1))
ir (1.43)) intervale ¢ € [0, AY].

2 zingsnis. Kiekviename mazginiame taske rasti monodromio matrica ®(7"), dau-
ginant pagalbines matricas ®;(Av) vis skirtinga tvarka, kaip parodyta (|1.44])

lygtyje.

3 Zingsnis. ISspresti tiesine lygti (1.54) ir, radus kairjji tikrinj vektoriy wy(Jy),
suskaiciuoti FAF kiekviename mazginiame taske pagal ([1.53)).

Reikia pazymeéti, kad algoritmo realizavimui reikia is anksto Zinoti pradine salyga
ant ribinio ciklo x.(0) ir ribinio ciklo perioda 7. Jei su pradine salyga paprastai
problemy nebuna, tai tikslaus periodo radimas ne toks jau trivialus. Aptarkime
skaitmeninj algoritma, skirta periodui rasti. Reikia paimti pradines salygas x.(0) ir
integruoti lygtj per laikg T3, kuris apytiksliai lygus periodui 7. Gausime kitg
taska ant ribinio ciklo x.(7}), o periodas bus T' = Ty + AT (¢ia AT gali buti tiek
teigiamas, tiek neigiamas dydis). Taigi reikia rasti AT. Siuo tikslu jveskime nauja

n + 1 dimensijos dinaming sistema;:

b

%(t) = —2[(%(t) = x:(0))" - £(%(1))] £(x(2)), (1.552)
(1) = —2[(x(t) - x(0)" £(x(1))] . (1.55b)

¢ia dydis lauztiniuose skliaustuose yra skaliaras. Jei integruotume is pradiniy
salygu %(0) = x.(77) ir 7(0) = T, tai sprendinys eksponentiskai artéty prie X(t =
00) = X.(0) ir 7(¢t = 00) = T'. Taigi perioda galima rasti tuo paciu tikslumu, kokiu
yra sprendziama diferencialiné lygtis.

Dabar aptarkime skaitmeniniy metody tiksluma FAF radimui. Tiesioginis FAF
radimo metodas turi daug problemy su tikslumu, nes operuoja su baigtinémis per-
turbacijomis. Jungtinés lygties metodo tiksluma lemia tiek diferencialinés lygties
sprendimo tikslumas, tiek Jakobiano interpoliavimo tikslumas, todél sumine FAF
paklaida jvertinti sunku. Ypac¢ blogai veikia jungtinés lygties metodas, kai ribinis
ciklas silpnai stabilus. Nes tada integruojant lygti atgal, jos sprendinys létai
artéja prie periodinés funkcijos. Tuo tarpu musy metodo (tiesioginio metodo adap-

tavimas be galo mazoms perturbacijoms) tiksluma lemia tik diferencialinés lygties
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sprendimo tikslumas. Bet atsiranda kita problema — norint tankiai rasti FAF, reikia
pasirinkti daug mazginiy tasky, o tai didina skaic¢iavimo laika. Reikia atkreipti deé-
mesj, kad mazginiai taskai nebtutinai turi buti prasiskyre vienodos fazés tarpais. Jei
kazkurioje atkarpoje FAF kinta staigiai, tai ten mazginius taskus galima pasirinkti

tankiai, o kur FAF kinta nedaug — retai.

Toliau paziurékime j konkreciy dinaminiy sistemy FAF. Morris-Lecar neurono

modelis [2§] yra dvieju dimensijy dinaminé sistema:

CV = —goamec(V)(V = Veu) — grw(V — Vi)
—q(V = Vi) + I, (1.56a)
O = ¢lwse(V) —w] /ru(V), (1.56b)

Ga Mmoo (V) = 0.5{1+th[(V —=V1)/Va]}, wee(V) = 0.5{1+th[(V —V3)/V4]} it 7,(V) =
1/ch[(V —V3)/(2V})]. Parametry reik§mes yra: C' = 5.0 uF/cm?; g, = 4.0 pS/cm?;
gk = 8.0 pS/cm?; g; = 2.0 uS/cm?; Vg, = 120 mV; Vi = —80 mV; V; = —60 mV;
Vi =—-12mV; Vo = 180 mV; V3 = 120 mV; V}, = 174 mV; ¢ = 1/15 s7%;
Iy = 40 pA/cm?. Tokios sistemos pirma ribinio ciklo komponenté ir pirma FAF

komponenté yra pavaizduotos pav.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0:2 0:4 0:6 0:8 1
9T 9)T

1.3 pav.: Moris-Lecar neurono modelio (1.56)) ribinis ciklas ir jo FAF paskaiciuota
naudojant musy metoda su N = 100 mazginiy tasky. (a) — ribinio ciklo pirma
komponenté; (b) — FAF pirma komponente.

Kita dinaminé sistema, kuriai skai¢iavom FAF yra Hodgkin-Huxley neurono mo-
delis [29]. Parametrus parinkome taip, kad sistema turéty du stabilius ribinius cik-
lus, esancius labai arti vienas kito fazinéje erdvéje. Tokioje vietoje tiesioginis FAF

skaic¢iavimo metodas susidurty su sunkumais. Hodgkin-Huxley sistema yra keturiy
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dimensijy ir atrodo taip:

CV = —gnam®W(V — Vi) — gren*(V — Vi)
—q(V = Vi) + I, (1.57a)

o= ap(V)(L=m)—=Fn(V)m, (1.57b)
an(V)(1 = h) = Bu(V)h, (1.57¢)
P (1.57d)

>
Il

no= an(V)(1=n)—=Bu(V)n,

¢ia

an(V) = (25—-0.1V)/[exp(2.5 — 0.1V) — 1], (1.58a)
Bm(V) = 4dexp(—V/18), (1.58Db)
ap(V) = 0.07exp(—V/20), (1.58c¢)
(V) = 1/[exp(3 —0.1V) + 1], (1.58d)
a,(V) = (0.1 —=0.01V)/[exp(l —0.1V) — 1], (1.58¢)
B.(V) = 0.125exp(—V/80). (1.58f)

Sistemos parametry reikSmes, kai egzistuoja du stabilus ribiniai ciklai yra: C' =
1 uF/em?; gng = 120 mS/cm?; gx = 36 mS/cm?; g; = 0.3 mS/cm?; Viy, = 85.7 mV;
Vi = —11 mV; V; = 10.559 mV; Iy = 41 pA/cm?. Sistemos ribiniy cikly projekcijos
ir jy FAF yra pavaizduotos [1.4] pav.

0.7

(a)

0.61
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1.4 pav.: Hodgkin-Huxley neurono modelis . Du stabilus ribiniai ciklai ir
ju FAF paskai¢iuotos naudojant musy metoda su N = 100 mazginiy taskuy. (a) —
ribiniy cikly projekcijos i (V, m) plokstuma; (b) — didesnio ribinio ciklo FAF pirma
komponenté; (¢) — mazesnio ribinio ciklo FAF pirma komponente.

Kita sistema, kuriai skai¢iavome FAF, yra Hindmarsh-Rose neurono modelis [30].
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Sistemos ribinis ciklas pasizymi tuo, kad vienur dinaminiai kintamieji beveik nekin-
ta, o kitur kinta staigiai (relaksaciniai virpesiai). Jungtinés lygties metodas tokioms
sistemos FAF skaiciuoja létai, nes staigaus kitimo vietoje Jakobiang reikia interpo-
liuoti naudojant aukstos eilés splainus. Kitaip sprendinys niekad nesukonverguoja
] periodinj sprendinj. Tuo tarpu musy metodo tikslumas néra jautrus staigiems

svyravimams. Sistemos dinamika apraso trys dinaminiai kintamieji:

i = ytar®—a*—2+1, (1.59a)
gy = 1—ba*—v, (1.59b)
z = r[s(x —zg) — 2] (1.59¢)

Parametry reikSmeés yra: a = 3; I = 1.3; b = 5; r = 0.001; s = 4; xgp = —1.6.
Hindmarsh-Rose sistemos ribinis ciklas ir jo FAF pavaizduoti [L.5] pav.

2 ‘ ‘ ; : 400
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1.5 pav.: Hindmarsh-Rose neurono modelis (1.59). Stabilus ribinis ciklas ir jo FAF
paskai¢iuota naudojant musy metoda su N = 1000 mazginiy tasky. (a) — ribinio
ciklo pirma komponenté; (b) — FAF pirma komponente.

1.4 Lygtis dél fazés — tikslus iSvedimas

Siame skirsnyje mes pateiksime tikslesnj, matematine prasme, lygties dél fazés
dinamikos isvedimg bei parodysime, kad FAF yra jungtinés lygties
periodinis sprendinys. IS esmés tai yra Malkino teoremos, suformuluotos [26] 27]
darbuose, pakartojimas. Veéliau, skirsnyje [[.6.2] bus pakartotas $is iSvedimas, tai-
kant jj diferencialinéms lygtims su delsa. Taciau iskart suprasti skirsnj gali buti
per daug sudétinga, todél pradzioje yra patogiau susipazinti su iSvedimu ribiniam
ciklui, aprasomam paprastosiomis diferencialinémis lygtimis.

Tarkim, mes domimés sutrikdyto osciliatoriaus dinamika ¢ eilés tikslumu.
Kitaip tariant, visus aukstesnés eilés narius, t.y. €2, €3 ir t.t., mes iSkart atmesime.

Jei naudotume reguliarig trikdziy teorija, tai (1.32]) lygties sprendinio ieskotume
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tokiu budu:
x(t) = x.(t) + ex(t). (1.60)

Skleidinys gal ir buty geras, jei mus dominty trumpa dinamika, kai ¢ yra
vieneto eilés. Taciau, kai laikai taps labai dideli, t.y. t ~ 1/e, skleidinys
nebepasiteisins. [sivaizduokime, kad lygtyje turime tokj trikdj eg(t), kad jis
po kiekvieno periodo pastumia sutrikdyta osciliatoriy per A isilgai ribinio ciklo.
Aisku A yra ¢ eilés. Bet po laiko ¢ ~ 1/e, suminis trikdis jau butu vieneto eilés,
tuo tarpu skleidinys reikalauja ¢ eilés trikdzio. Todél sutrikdyto sprendinio
ieskosime taip:

x(t) = x.(9(t)) + exD(t), (1.61)

¢ia ¥(t) yra sutrikdyto sprendinio fazé. Dabar jau informacija apie postumius isilgai
ribinio ciklo saugo fazés dinamika, todél ex(M(t) liks ¢ eilés narys net kai ¢ ~ 1/¢.
Pritaikykime Floke teorijg trikdziui x™(¢). Jis bus sudarytas i§ Floke mody tiesinés
kombinacijos, t.y. x) = ¥, c;u;. Bet pirma Floke moda negali jeiti j trikdj, nes
ji atitinka trikdj iSilgai ribinio ciklo. Jei pirma Floke moda jeity j trikdj x™)(¢),

tuomet sprendinio ([1.61]) fazé buty ne ¥, o ¥ + ecyuy. Taigi:

x(t) = > it u(9(t)). (1.62)
i=2
Dabar ((1.62)) jrasome j ((1.61]), o ji savo ruostu jrasome j sutrikdyta lygti (1.32))
ir gauname:
= = (1.63)
f(x.(9)) +eDf(x:(9)) Y ¢; ()i () + eg(t).

7

[|
I\

Mes zinome, kad f(x.(9)) = dx.(¢)/d¥. Dar pasinaudokime lygtimi dél Floke

mody :

dv
Irase (1.64)) i (1.63]) ir tinkamai sugrupave visus narius, gausime:

= —\w;(9) + Df(x.(9))u;(9). (1.64)

(900 = 1) [ 250 1 3D ()| =
. =2 (1.65)
£ 2 Dici(Ow(9) + ¢ () (9)} + eg(t).

Dabar paziurékime atidziau j pastaraja lygtj. Desinéje lygybés puséje visi nariai
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yra ¢ eilés, todél ir kairéje puséje reikty palikti ¢ eilés narius. Fazés dinamikos mes
ieskome ¢ eilés tikslumu, t.y. 19(75) = 1+ ¢h, ¢ia h yra musy ieskoma israiska. Todél
kairéje lygybés puséje lauztiniuose skliaustuose reikia palikti tik vieneto eilés narius.

Taigi atmete antra narj, lauztiniuose skliaustuose gauname:

(i) 1) 2l zj;{x (O (0) + (O (9)} + eg(t). (1.66)

IS pastarosios lygties gerai matyti, kodél yra reikalingas jungtinés lygties periodi-
nis sprendinys. Monodromio matrica ®4(T'), kuriai galioja (1.43)), turi desiniuosius
ir kairiuosius tikrinius vektorius. Desinieji tikriniai vektoriai kaip tik ir yra Floke
modos u;(¢). Kadangi tikriniams vektoriams galioja , patogu lygti pa-
dauginti i§ kairés pusés i§ pirmojo kairiojo tikrinio vektoriaus wi (9). Parodykim,
kokia gi lygtj tenkina w;(¢). Kadangi [@g(T ) — ]In] w1 () = 0, tai diferencijuojant

abi puses pagal ¥ gausime:

d®X(T)
dv

dWl (79)
dy

wi (D) + [®5(T) — 1]

= 0. (1.67)
Monodromio matricos isvestine pagal faze galima rasti is (1.43)) lygties (tam
reikés pasinaudoti ®@y(t + a) = @y, a(t)Py(a) savybe) ir ji yra:

d®y(T)
dy

= Df (x(0)) ®5(T) — ®y(T) Df (xc(V)) - (1.68)

Pastaraja lygti jrase i (1.67) gauname:

®5(T) — 1| (dv‘sgﬁ) + DET (x,(9)) W1(19)> — 0. (1.69)

Taigi pirmas kairysis tikrinis vektorius yra periodiné funkcija, kuriai galioja jung-

tiné lygtis:
dW1 (19)
dy

— —DFT (x,(9)) W (V). (1.70)

Pastaroji lygtis yra tiesiné, todél turi daug periodiniy sprendiniy besiskirianciy
per konstanta. Jei periodinj sprendinj, normuota j pirma Floke moda, pazymétume
kaip z(¢¥) (normavimo salyga z’ (0)x.(0) = 1), tai po daugybos i$ z* () pavirs
I:

D(t) = 1+ ez’ (0)g(t). (1.71)
z(9) ir yra vadinamas ribinio ciklo FAF. Atkreipkime démesj, kad Zinant ribinio

ciklo FAF, is lygties ([1.71]) galima rasti fazés dinamikg e tikslumu. Taciau tokios
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zinios neleidzia rasti pacio sprendinio ¢ tikslumu. Nes, jei pasiziureti j (1.61]), tai
x (t) lieka nezinomas. Uztat fazés dinamikos lygtis (1.71]) priklauso tik nuo iSorinio

signalo £g(t) ir nepriklauso nuo sprendinio x(t).

1.5 Kam reikalinga faziné redukcija

Siame skirsnyje parodysime, kg galima paskai¢iuoti, Zinant ribinio ciklo fazés
dinamika.

Perturbuoto ribinio ciklo periodo skaic¢iavimas: [sivaizduokime, kad turi-
me perturbuota osciliatoriy . Tik perturbacija eg(t) ne tiesiogiai priklauso nuo
laiko, o priklauso nuo sistemos busenos t.y. g = g(x(t)). Jei € mazas, tai sistema
vaizduos periodinj elgesj su nauju periodu 77, kuris skirsis nuo neperturbuotos sis-
temos periodo T per ¢ eilés dydj. Jj galima paskaiciuoti naudojant fazés dinamikos
lygtj.

Taigi perturbuotos sistemos fazé pakinta nuo 0 iki 1" per laikg 77. Fazés dinamika
apraso lygtis:

D(t) = 1+ ez” (9)g(x(t)), (1.72)

¢ia x(t) yra sutrikdytos sistemos sprendinys. Kadangi mus domina dydziai iki &
eilés, tai ([1.72)) vietoje x(t) galima jrasyti nesutrikdyto osciliatoriaus sprendinj x..().

Taigi is pastarosios lygties gauname tokius integralus:

T 1 Ty
/0 1+8ZT(ﬁ)g(ch))dﬂ_/o dt. (1.73)

Pastarosios lygties deSinioji pusé lengvai suintegruojama, o kairigja puse isskleidzia-

me Teiloro eilute ir paliekame nulinj ir pirmg narj. Tokiu budu:
T
T,=T- g/ 27 (9)g(x.(0))d0. (1.74)
0

Pastaroji formulé parodo, koks bus perturbuotos sistemos periodas, kai perturbacija
priklauso nuo pacios sistemos busenos.

Beveik identisky osciliatoriy sujungty silpnu rysiu analizé: [sivaizduoki-
me, kad turime N beveik identisky osciliatoriy. Rysys tarp osciliatoriy yra globalus
(kiekvienas osciliatorius yra sujungtas su kiekvienu), be to jis yra silpnas. Taigi

k-taji osciliatoriy apraso lygtis:

Xk(t) = f(Xk(t)> + €fk<Xk<t)) + £ lz gkl(xk<t>7 Xl<t>), (175)
1Zh
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¢ia desinéje lygties puséje pirmasis narys yra vidutinis vektorinis laukas visiems
osciliatoriams. Antrasis narys yra vektorinio lauko pataisa, kuri yra visiems osci-
liatoriams skirtinga, be to ji yra ¢ eilés. Treciasis narys apraso sujungimo funkcija.
Vidutinio osciliatoriaus, t.y. x(¢) = f(x(t)), periodinj sprendinj Zymésime kaip vi-
sada x.(t +T) = x.(t), o jo FAF z(t). Taigi, jei lygties antrajj ir trecigjj narj

interpretuosime kaip trikdj, tai k-tojo osciliatoriaus fazé bus:
ﬁk(t) =1+ EZT(’ﬁk) lfk(xc(ﬁk)) + ngl(xc(ﬂk),xc(ﬁl))] . (176)
!

Cia mes vietoje x;(t) paraséme x.(19;). Taip galima daryti, nes nulinés eilés tikslumu
Sie dydziai sutampa. Dabar jveskime naujus kintamuosius 9 (t) = t + ¢x(t), kurie

iSeliminuos trivialy fazés augima. Naujyjuy kintamuyjy dinamika bus:
Pu0) = 20+ 90 [B0-+ )+ Dmloli-+ o) e+ )| 17
!

Kintamasis @g(t) turi savyje greitas osciliacijas ir léta dinamika. Greitos oscilia-
cijos atsiranda, nes desinioji diferencialinés lygties pusé priklauso nuo ¢, be to, ta
priklausomybé periodiné. Léta dinamika atsiranda, nes priekyje stovi mazas dydis
e. Nagrinéjant tokius reiskinius kaip sinchronizacija, jdomi yra léta dinamika, todél
buty naudinga gauti ¢k (t) dinamika, suvidurkinta per greity osciliaciju perioda 7.
Uz tai atsako vidurkinimo teorema, kuri bus pateikta |3.1] skirsnyje. Pasinaudoje
ja, gauname suvidurkinta o (t) dinamika (as suvidurkinta dydj Zymésiu ta pacia

raide):
or(t) =¢ [wk + Z Hy(or—vr) |, (1.78)
!
Cia yra jvesti tokie zyméjimai:

1 T

O A 27 (s)fp(x.(s))ds, (1.79a)
Haly) = ;OTZT(s)gkl(Xc(s),XC(X—i—s))ds. (1.79b)

Funkcija Hy(x) yra periodiné, todél ja patogu skleisti Furje eilute. Jei paliksime tik
pirmgja harmonika, tai gausime taip vadinamg Kuramoto fazinj modelj, kuris yra
detaliai iSnagrinetas [2]:

or(t) =¢ [wk + > cmsin(e; — ok + i) | - (1.80)
!

Dabar panagrinekime atskirg atvejj. Turime du osciliatorius, sujungtus simetri-
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niu rysiu, t.y. g12(X,y) = g21(X,y). Ju fazes aprasys lygtys (iveskime létajj laika

T = et):

d

T% = wit H(pz =), (1.81a)
.

d

7;7)'2 = wy+ H(p1 — o). (1.81b)

Jei mes domimés jy sinchronizacija, tai reikia ziuréti ar faziy skirtumas y = ¢1 — 9

nusistovi, ar pastoviai kinta. Lygtis dél faziy skirtumo bus:

d
d%f =w; —wy + H (), (1.82)

¢ia funkcija H=(x) = H(—x) — H(x) yra funkcijos H(x) nelyginé dalis. Jos mak-
simali verté max [H~(x)] ir nulems didziausig osciliatoriy dazniy isderinimg Aw =
w1 — wy, prie kurio tie osciliatoriai dar lieka sinchronizuoti.

Arnoldo liezuviai periodiniam trikdziui ir optimalios signalo formos
radimas: Dabar vél sugrizkime prie vieno perturbuoto osciliatoriaus . Isi-
vaizduokime, kad iSorinis trikdis g(t) yra periodiné funkcija su periodu 77y, artimu
ribinio ciklo periodui T'. Dar tarkime, kad g(¢) visos komponentés yra lygios nuliui,
isskyrus pirmaja ¢;(t). Taip paprastai buna stimuliuojant neuronus, nes pirmoji
komponenté yra neurono membranos potencialas, kuris yra veikiamas. Jei iSori-
nio trikdzio amplitudé yra lygi nuliui, tai sistema svyruoja savuoju periodu 7. jei
amplitudé yra labai didelé, tai sistema svyruoja iSorinio trikdzio periodu 7;. Eg-
zistuoja slenkstiné amplitudés verté, kuriai esant sistema , prisiriSa“ prie iSorinio
trikdzio svyravimy. Ja galima rasti naudojant fazine redukcija, kai dazniy isderini-
mas Af = 1 — L yra mazas.

LT
Taigi i$ lygties ((1.32) gauname fazés dinamikos lygti:

I(t) =1+ ez (0 (t), (1.83)

¢ia funkcija g, turi savybe ¢1(t + T1) = ¢1(t). Jei sistema sinchronizuosis su iSori-
ne jéga, tai jos fazé per laikg T) turi padidéti nuo 0 iki 7. Jvedame tokj keitinj:
W(t) = t% + ¢(t). Kintamojo ¢(t) dinamika, suvidurkinta per perioda 77, parodys
ar sistema sinchronizavosi su iSorine jéga. Sinchronizacija bus pasiekta tada, kai

suvidurkintas kintamasis ¢(t) nepriklausys nuo laiko. Taigi lygtis dél ¢(¢):

p(t) = —AfT + ez (gt + go) a1(t). (1.84)

Veél gi naudosime vidurkinimo teorema. Af yra ¢ eilés dydis, be to desinioji lygties
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(1.84)) pusé priklauso nuo ¢ periodiskai su periodu 7. Todél dydzio ¢(t) dinamika,

suvidurkinta per perioda T, aprasys diferencialiné lygtis:
o(t) = —=AfT +eH(p), (1.85)

¢ia H(p) = %fOT 21(s+ )¢ (%5) ds. IS pastarosios lygties gerai matyti kada ¢(t)
nepriklausys nuo laiko. Kritinis €, prie kurio jvyksta sinchronizacija, priklauso nuo

Af zenklo:

TAf .
m kalAf<O

Atsakymas ([1.86|) skirtas uzdaviniui, kai ieSkoma maziausio teigiamo ¢, reikalingo

sinchronizacijai pasiekti prie konkrecios fiksuotos isorinés jégos, aprasomos funkcija

g1(t).

Suformuluokim kitokj uzdavinj. ISorinés jégos galia, kuria yra veikiamas oscilia-
torius, skai¢iuojama taip:
2

P [T ) ds =2 (42)). (187)

¢ia ir toliau tekste kampiniais skliaustais (..) zymésime periodinés funkcijos vidurki-
nima per jos perioda. Musy uzdavinys yra toks: prie duoto fiksuoto iSderinimo A f
rasti optimalig iSorinés jégos forma ¢ (t), kuriai esant sinchronizacija yra pasiekia-
ma su minimalia galia P. Uzdavinys yra variacinis, todél reikes ieskoti funkcionalo
minimumo. Spreskime §j uzdavinj, kai Af yra teigiamas. Varijuojant g;(¢), galima
varijuoti tiek funkcijos forma tiek funkcijos amplitude, ta¢iau amplitudés variavimas

nereikalingas. Todél tarkime, kad ¢;(¢) tenkina salyga:

<gf(s)> =1 (1.88)

Vietoje to, kad ieskoti P minimumo, patogiau yra ieskoti 1/P maksimumo. Taska,
kur funkcija H(p) = <z1(5 +©)n (%t» igyja maksimumg, tinkamai parinkus pra-
dine faze, visada galima prilyginti 0. Todél, neprarandant bendrumo galima tarti,
kad max [H (¢)] = H(0). Taigi pasinaudoje ([1.86) tuo atveju, kai Af > 0, gauname

funkcionalg, kurj reikia maksimizuoti:
2
1 <21(5)91 (%8»

= 7 R (V. S ER (1:59)
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su salyga, kad galioja ((1.88)). Todél konstruojame pagalbinj funkcionala:

Tl = (<;1§}>)2 () - 1), (1.90)

kur A yra neapibréztinis Lagranzo daugiklis. Funkcionalo variacija:

5J =2 <<(;Z1A9};2z1 + )\g1> 591> , (1.91)

su bet kokia funkcija dg; ekstremumo taske turi buti lygi nuliui. Todél:

_ (z191) - 2
gi(t) = NTAS? 1<T1t>' (1.92)

Pastaraja israiska jrase i (1.88) randame Lagranzo neapibréztinj daugiklj:

<Zlgl> <Z%>

AL (1.93)

Zenklg prie Lagranzo daugiklio reikia parinkti tokj, kad (z;g9;) > 0. Todeél (1.92))

virsta |:

gi1(t) = : (1.94)

Kad rastume optimalig forma, kai Af yra neigiamas, i esmés niekas nesikeicia, tik
tada Lagranzo daugiklio Zenkla reikia parinkti taip, kad (z;91) < 0. Todél pilnas
T
Z1 Tt
g1(t) = sgn (Af) (< ;>), (1.95)
21

kur sgn (z) yra Zenklo funkcija lygi +1 priklausomai nuo x-o zenklo. Dabar galime

atsakymas buty toks:

uzrasyti minimalig galig priklausomai nuo iSderinimo:

(TAf)?
(1)
Aptarkime rezultatus (1.95]) ir (1.96)), kurie taip pat yra gauti [31]. Matome, kad

Saknis iS galios tiesiskai priklauso nuo iSderinimo. Kitas jdomus rezultatas yra tai,

P =

(1.96)

kad optimali iSorinés jégos forma yra proporcinga FAF. Toks rezultatas yra visai
logiskas: osciliatoriy reikia veikti tose vietose, kur jo jautrumas perturbacijoms yra
didziausias. Kadangi FAF rodo fazés (o tuo paciu ir periodo) jautruma perturbacijai,
tai logiska stipriau perturbuoti osciliatoriy tose vietose, kur FAF jgyja didesne verte.

Neuromoksle, kai Snekama apie neurono stimuliavima, daznai stimuliavimo sig-
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1.6 pav.: Arnoldo liezuviai Hodgkin-Huxley neurono modeliui. (a) — trys jvairios
stimuliavimo signalo formos: mélyna — sinusas, zalia — stac¢iakampis ir raudona
— FAF pirma komponenté sunormuota j kruvio balansa. (b) — slenkstinés galios
priklausomybé nuo isderinimo. Simboliais yra pavaizduotos skaitmeninés verteés,
tuo tarpu tiesés gautos is lygties. Zalia ir mélyna linijos yra arti viena kitos.
Esant mazam isderinimui simboliai gulasi ant tiesiy. Matome, kad raudona kreive
duoda maziausia galia.

nalas turi tenkinti kruvio balanso salyga. Jei stimuliuotume neurona nesilaikant
kruvio balanso, tai susikaupes kruvis neurono viduje galiausiai suardys ji. Todél
perspreskim optimalios signalo formos radimo uzdavinj, naudojant papildoma saly-
ga dél kruvio balanso:

{(g1) = 0. (1.97)

Is esmes viskas atsikartoja, tik funkcionale (|1.90)) atsiranda papildoma salyga (|1.97])
su papildomu Lagranzo daugikliu. Tuomet rezultatai ((1.95)) ir (1.96) pakinta taip:

() = sem () “LE) — 60 (1.98)
(27) — (1)
(TAf)” (1.99)

IRCIEECh
Kad parodytume signalo formos ((1.98)) optimaluma, mes Hodgkin-Huxley neurono
modeliui , esant trims skirtingiems stimuliavimo signalams (sinusui, stacia-
kampiam ir optimaliam i3 lygties (1.98))), skaitmeniskai paskaic¢iavome slenkstine
galia, kuriai esant neuronas sinchronizuojasi su iSoriniu signalu. Tokie grafikai yra

vadinami Arnoldo liezuviais. Rezultatai yra pateikti[1.6] pav.

1.6 Faziné redukcija sistemoms su delsa

Laiko delsos reiskiniai yra daznai sutinkami tiek naturaliose tiek inzinerinése sis-

temose. Jie atsiranda dél poveikio perdavimo baigtiniu grei¢iu tarp kompleksinés
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sistemos sudedamyjy daliy arba kaip vélinimas dél informacijos apdorojimo. Sis-
temos su delsa buvo pladiai studijuojamos tokiose srityse kaip biologija [32, 33],
populiacijy dinamika [34], neuroniniai tinklai [35], griztamuoju rysiu valdomos me-
chaninés sistemos [36], stakliy ir kity elektromechaniniy jrenginiy vibracijos [37],
lazeriai [3§] ir t.t. (detalesné apzvalga [39]). Uzdelstasis griztamasis rysys pasirodé
kaip labai efektyvus budas stabilizuoti nestabilias periodines orbitas (NPO) arba
rimties taskus chaotiSkose sistemose, naudojant neinvazine jega [40, 41, [42].
Sistemos su delsa yra aprasomos skirtuminémis diferencialinémis lygtimis (SDL).
Bendrai, SDL yra sudétingesnés nei paprastosios diferencialinés lygtys (PDL), ka-
dangi ju faziné erdvé yra begalinés dimensijos. Taciau esant kai kurioms salygoms,
sistemy su delsa faziné erdveé gali buti sumazinta, ir jy dinamika gali buti apra-
soma PDL sistema. Tokia situacija susidaro, pvz., Hopfo bifurkacijos metu, kai
sistemos su delsa dinamika redukuojama iki normalinés formos dinamikos ant cent-
rinés daugdaros pavirsiaus, kuri apraso mazo ribinio ciklo atsiradima (pvz. [43]).
Jei sistema su delsa yra toli nuo bifurkacijos tasko, jos dinamika taip pat kartais
pavyksta redukuoti. O butent, jei ji turi stabilyjj ribinj cikla (jis gali buti toli nuo
bifurkacijos tasko) ir jis perturbuojamas maza nuo laiko priklausancia perturbacija,
tuomet sistemos lygtis galima redukuoti iki lygties dél vieno skaliarinio kintamojo.
Si technika, leidZianti tokia redukcija, vadinama fazinés redukcijos metodu. Pirma

karta fazine redukcija osciliatoriams su delsa buvo parodyta [A2,A6] darbuose.

1.6.1 Fazinés redukcijos iSvedimas: lygtis su delsa aproksi-

muojama paprastosiomis diferencialinémis lygtimis

Siame skirsnyje mes pateiksime ,euristinj“ fazinés redukcijos isvedima sistemonns,
aprasomoms SDL. Mes pakeisime SDL j PDL sistema, naudojant pernasos lygtj.
Pernasos lygtis modeliuos uzdelstus kintamuosius, esanc¢ius SDL. Diskretizuojant
erdvinj kintamajj pernasos lygtyje, mes transformuosime SDL j baigting PDL siste-
ma. Siai sistemai mes pritaikysime klasikine fazineés redukcijos procedura ir tada,
artinant diskretizacijos zingsnj j nulj, gausime fazine redukcija originaliai SDL. Kitas
isvedimas, tiesiogiai is SDL, bus pateiktas skirsnyje.

Taigi pradékime nuo silpnai perturbuoto ribinio ciklo osciliatoriaus, aprasomo
SDL:

x(t) = f(x(t),x(t — 7)) + eg(t). (1.100)

Cia x = (x1,29,...,7,)" yra n-matis vektorius stulpelis, 7 yra delsos laikas ir
eg(t) = e(g1(t), g2(t), - . ., gn(t))’ maZa nuo laiko priklausanti perturbacija, kur ¢ <

1 yra mazas parametras. Mes tariame, kad kai ¢ = 0, sistema turi stabilyjj ribinj
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cikla x.(t) su periodu 1" x.(t) = x.(t + T).

Fiziskai sistemoje ({1.100]) laiko delsa gali buti jgyvendinta naudojant delsos linija,
kuri gali buti modeliuojama pernasos lygtimi. Tuomet lygtj (|1.100) galima perrasyti

matematiskai ekvivalencia forma:

x(t) = f(x(t),&(T,t)) +eg(t), (1.101a)
t

0&(s,t) _ O&(s.t) B
5 = s o S0.1)=x(), (1.101b)

¢ia & yra vektorinis kintamasis pernasos lygtyje, o s € [0, 7] yra erdvinis kintamasis.
Mes pasirinkome delsos linijos ilgj lygu 7, o bangos sklidimo greitj lygy vienetui.
Todél signalas, jeinantis j delsos linija &£(0,¢) = x(t), yra pavélinamas iSéjime per
laika 7: &(7,t) = x(t — 7).

Dabar mes diskretizuojame erdvinj kintamajj pernasos lygtyje, padalindami jj
i N lygius intervalus s; = i7/N, ¢ = 0,..., N ir aproksimuojame lygties
erdvinj kintamajj baigtiniu skirtumu [0&(s,t)/0s]s=s, ~ [€(Si,t) — &(Si—1,t)|N/T.
Pazyméje xo(t) = x(t) ir x;(t) = &(it/N,t) =~ x(t —it/N), ¢ =1,...,N mes
gauname sistema i8 n x (N + 1) PDL:

Xo(t) = f(xo(t),xn(t)) +eg(t), (1.102a)
x1(t) = [xo(t) — x1(t)]N/T, (1.102b)
xy(t) = [xn_1(t) —xn(t)]N/T, (1.102¢)

kuri aproksimuoja lygtis , o tuo paciu ir pagrindine lygti . Kai N —
00, lygciy sistema transformuojasi j lygtis ir tokiu budu jos spren-
dinys artéja prie sprendinio lygties su delsa t.y. xo(t) — x(t). PaZymétina,
kad bet kuriam baigtiniam N, sistema susideda i baigtinio skaiciaus PDL,

todél jai galioja visi pries tai suformuluoti rezultatai is fazinés redukcijos. Sistema
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(1.102) galima suvesti j lygtj (1.32)) naudojant tokius Zyméjimus:

Xo(t) £ (xo(t),xn(1))
X(t) = xlz(t) R - [xo(t) — X1(t)] N/t |
xy(t) [xn-1(t) —xn(O)] N/7
(1.103)
g(t)
0
G(t) =
0

Tokiuose zyméjimuose neperturbuotos sistemos ((1.102)) Jakobiano matrica uzrasoma

taip:
A(t) 0 0 B(t)
N/t =N/t 0 0
DF(t) = 0 N/t =N/t --- 0 , (1.104)
0 0 0 —N/T

cia A(t) = [Dif (X0, XN )] oy 1y It B(?) = [Daf (X0, Xn)] (1) yra T periodinés n x n
Jakobiano matricos paskaic¢iuotos ant sistemos ribinio ciklo. Simboliai Dy ir Dy Zymi
funkcijos f vektorines iSvestines pagal pirmajj ir antrajj argumenta. Jungtiné lygtis
(1.39) tokiai sistemai uzrasoma taip:

zo(t) —AT(t) -N/r 0 -+ 0 zo(t)

71 (1) 0 N/t =N/t -+ 0 71 (t)

zo(t) | = 0 0 N/t zo(t) |, (1.105)

zy (1) -BT(t) 0 0 N/t zy (1)

o pradineés salygos dél FAF uzrasoma taip:

N
> 2! (0)%:(0) = 1. (1.106)
i=0

Kadangi sistemoje ((1.102)) perturbuojama tik pirmoji lygtis, t.y. (1.102a]), tai lygtyje
dél fazés dinamikos bus tik pirmoji FAF komponenté. Taigi lygtis dél fazés atrodys
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taip:
D(t) =1+ ezl (9) g(t). (1.107)

Lygtys (1.105)), (1.106) ir (1.107) apraso fazine redukeija sistemos ([1.102), kuri
savo ruostu aproksimuoja SDL (|1.100f) sprendinj. Dabar turime imti riba N — oo
ir ziuréti kaip transformuojasi rezultatai (1.105]), (1.106)) ir (1.107). Toks uzdavinys

yra prieSingas diskretizavimo uzdaviniui. Kadangi (|1.105)) sistema panasi j sistema
(1.102)), mes spéjame, kad transformacija i PDL sistemos | SDL gali buti atlikta
naudojant tokj pakeitima: zy(t) = z(t) ir

)= BT _ =D _G=bHry
zl(t)—NB (t—i—T N )z(t—i—T N , i=1,...,N. (1.108)
Irasius Sia iSraiska j (1.105)), dél funkcijos z(t) mes gauname (riboje, kai N — 00)
tokig SDL:

7' (t) = —z" ()A(t) — 2" (t + 7)B(t + 1), (1.109)

¢ia A(t) ir B(t) yra T periodinés Jakobiano matricos, kurios yra vektorinés funk-
cijos f iSvestinés pagal pirmaji (D;) ir antrajj (D) argumenta, paskai¢iuotos ant
neperturbuotos sistemos ((1.100)) ribinio ciklo:

A(t) = Dif(x(t),x(t — 1)), (1.110a)
B(t) = Dyf(x.(t),x.(t — 7). (1.110D)

Pradinés salygos lygciai (1.109)) yra gaunamos i$ (|1.106)) imant ribg N — oo:

z' (0)%.(0) + ’ 2" (14 8)B(1 + 8)%.(s)ds = 1. (1.111)

-7

Galiausiai lygtis dél fazés jgyja pavidala:

J(t) = 1+ez” (9) g(t). (1.112)

Taigi lygtys (1.109)), (1.111))) ir (1.112]) apraso fazinés redukcijos metodo taikyma

silpnai perturbuotiems ribinio ciklo osciliatoriams, aprasomiems lygtimis su delsa
(1.100). Pazymetina, kad pati lygtis yra begalinés dimensijos, tuo tarpu
redukuota iki fazés lygtis yra vienam skaliariniam kintamajam . Pertur-
buotos sistemos fazes dinamika yra pilnai apibrézta sistemos FAF z(4), kuri tenkina
jungtine lygti su pradine salyga . Skirsnyje mes gausime tuos
pacius rezultatus neaproksimuodami SDL baigtine PDL lygéiy sistema. Mes tiesio-

giai pritaikysime fazine redukcijg SDL nenaudodami teoriniy rezultaty zinomy is
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PDL sistemy.

Skirsnyje[l.6.3| mes skaitmeniskai parodysime musy pateikty rezultaty galiojima.
Skaitmeniniam SDL integravimui mes naudojame MATLAB’o funkcija dde23. Pa-
zymétina, kad jungtinés lygties periodinis sprendinys yra nestabilus kaip ir
ji atitinkantis PDL sistemos sprendinys. Norint rasti FAF, mes naudojame
tg patj ,triuka”, kaip ir PDL atveju, t.y. mes integruojame jungtine lygtj at-
gal. Kadangi funkcija dde23 gali integruoti SDL tik j priekj, mes perrasome jungting
lygti apgreztam laiko kintamajam. Mes apibréziam naujas funkcijas z(t) = z(—t),
A(t) = A(—t) ir B(t) = B(—t). Tuomet jungtiné lygtis transformuojasi i:

z'(t)=z"(t)A(t)+ 2" (t — 7)B(t — 1), (1.113)

kurig galima integruoti j priekj naudojant dde23 funkcija. Kadangi Si lygtis yra
tiesiné, mes galime pradeéti is bet kokiy pradiniy salygy ir integruoti ja tol, kol
sprendinys sukonverguos j periodinj sprendinj. Tuomet tg periodinj sprendinj galime
sunormuoti, kad buty tenkinama pradiné salyga . Pazymeétina, kad jungtinés
lygties atgaliniam integravimui reikia zinoti T periodines matricas A (t) ir B(t). Sios
matricos turi buti surastos is anksto tiesiogiai integruojant neperturbuota pagrindine

lygti (1.100).

1.6.2 Tiesioginis fazinés redukcijos iSvedimas

Siame skirsnyje mes apraSysime tiesioginj fazinés redukcijos metodo isvedima
sistemoms, aprasomoms SDL . Priesingai negu praeitame skirsnyje, mes
neaproksimuosime SDL PDL sistema.

Taigi pradzioje panagrinékime neperturbuota sistema , kai e = 0:

x(t) = £(x(t), x(t — 7)), (1.114)

¢ia x(t) yra n-dimensinis vektorius stulpelis i vektorinés erdvés I'. Jei mus domina
lygties sprendinys, kai ¢ > 0, yra butina uzduoti busenos vektoriy x(¢) visame
intervale [—,0]:

x(s) =x(s), —1<s<0, (1.115)

¢ia x(s) yra tolydi vektorinés reikSmés pradine funkcija i$ funkeijy erdves C. Cia C
yra Banacho tolydziy funkciju, atvaizduojanciy is intervalo [—7,0] i R™, erdve. Kad
uztikrintume lygties sprendinio vienareikSmiskuma, mes negalime apsiriboti
vektorine erdve I'. Sistemos su delsa busena laiko momentu ¢ apraso ispléstinis

biisenos vektorius x()(s) € C sukonstruotas i§ intervalo [t — 7,t] remiantis tokia
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taisykle (zr., pvz., [44]):
xD(s) =x(t+s), —7<s<0. (1.116)

Mes tariame, kad sistema turi stabilyjj ribinj cikla x.(¢) = x.(t +T'). Api-
brézkime prading buseng ant ribinio ciklo i$ funkcijy erdvés C kaip x(V(s) = x(s)
ir priskirkime jai faze ¥ = 0. Tada likusiy ribinio ciklo buseny x)(s) faze mes
apibrégime kaip 9(x®(s)) = ¢( mod T). Fazé kinta intervale [0, 7] ir tenkina pa-
prastaja diferencialine lygtj ¥ = 1.

Dabar musy tikslas yra iSplésti fazes apibrézimg taskams, nepriklausantiems ri-
biniam ciklui. O tiksliau mums reikia fazés apibrézimo busenoms artimoms ribiniam
ciklui x®(s) = x(s) +6x® (), kur trikdzio dinamika 6x®(s) = §x(t + s) gali biiti

aprasyta tiesine lygtimi:
0%(t) = A(t)ox(t) + B(t — 7)ox(t — 7). (1.117)

Cia A(t) ir B(t) yra T periodinés Jakobiano matricos, apibréztos pagal (1.110]).
Toliau mums reikia lygties, kuri buty jungtiné (1.117)) lygciai. Tokia lygtis yra
apibréziama vektoriui eilutei z” () tokiu budu (zr. [45], psl. 359):

2T (t) = —2" () A(t) — 27 (t + 7)B(t + 7). (1.118)

Pagrindiné jungtinés lygties sprendinio z(t) savybé yra ta, kad bitiesiné forma, api-

brézta kaip:

(z(t),0x(t)) = 2" (t)o6x(t) + ' 2z (t+ 7+ 5)B(t + 74 5)6x(t + s)ds  (1.119)

—T

nepriklauso nuo laiko, t.y. (z(t),0x(t)) = const. IS tikryjy, tiesiogiai diferencijuojant
(1.119)) yra lengva parodyti, kad jos isvestiné lygi nuliui [45].
Mes tariame, kad visi lygties ([1.118]) sprendiniai gali buti iSskaidyti Floke mo-

dom. Lygtis dél Floke mody gaunama naudojant keitinj
0x(t) = exp(At)u(t) (1.120)
ir uzsirasoma taip:
u(t) + du(t) = At)u(t) + B(t — 7)e u(t — 7). (1.121)

Cia u(t) = u(t + T) yra T periodiné Floke moda ir A yra Floke eksponenté. Lygtis
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turi be galo daug tiesiskai nepriklausomy periodiniy sprendiniuy w;(t) su
skirtingomis eksponentémis A;. Viena iS ju yra A\; = 0, ji apraso trikd] iSilgai ribinio
ciklo. Sios eksponentés Floke modg galima pasirinkti kaip ribinio ciklo isvestine,
t.y. ui(t) = %.(t). Lengva parodyti, kad tokia funkcija tenkina (1.121)), kai A = 0.
Likusiy Floke eksponenciy realiosios dalys yra neigiamos R(X\;) < 0,7 = 2,..., 00,

nes ribinis ciklas yra stabilus.

Irase Floke sprendinj 0x(t) = exp(\;t)u;(t) i (1.119)) ir reikalaujant, kad jungtinis

vektorius buty 7T periodiné funkcija,
z(t) = z(t + T), (1.122)

mes parodome, kad bitiesiné forma ((1.119) su visom, isskyrus pirmg, Floke modom

tampa lygi nuliui:

0
zZ'w(t)+ [ 2T (t+T+s)BE+T+s)w(t+s)eMds =0, i>2. (1.123)

Kadangi (1.118]) yra tiesiné ir turi sprendinius su laisvai pasirenkama amplitude, mes

galime reikalauti, kad bitiesiné forma su pirmaja Floke moda buty lygi vienetui:

2’ (t)ug(t) + " 27 (t+ 7+ s)B(t+ 7+ s)ug(t + s)ds = 1. (1.124)

—T

Mes panaudosime sias lygybes, kai nagrinésime sutrikdyta SDL.

Dabar mes apibrésime faze busenoms, nepriklausancioms ribiniam ciklui. Nors
mes turime reikalg su be galo dimensine erdve, fazés apibrézimas taskams, nutolu-
siems nuo ribinio ciklo, naudojamas PDL atveju, gali buti pritaikytas SDL atveju.
Panagrinékime dvi busenas funkcijy erdvéje C, vieng ant ribinio ciklo su faze 1,
xW(s) = x(s) = x.(9 + s) ir kita uz ribinio ciklo, kuria mes pazymime kaip
x?)(s). Mes interpretuojame biisenas x(”)(s) ir x(?)(s) kaip dvi skirtingas pradines
salygas SDL ir nagrinéjame ju evoliucijg laike. Pirmosios busenos evoliu-
cija uzduoda ribinio ciklo sprendinys x("*(s) = x.(¥ +t + s). Antrosios biisenos
evoliucija uzduoda sistemos sprendinys su pradine salyga x(?)(s). Mes pa-
Zymeésime §j sprendinj kaip x®(s). Sakome, kad biisenos x(*)(s) fazé yra 9 (ta pati
kaip ir buisenos x")(s), priklausancios ribiniam ciklui), jei abiejy buiseny evoliucija

asimptotiskai sutampa, t.y. x®(s) — x4 (s) = x.(¥ + ¢ + 5) kai t — co.

C

Panaudojant Floke teorija, mes galime priskirti fazes busenoms, artimoms ribi-

niam ciklui, tokiu bidu. Paimkime busena x (") (s) = x(?)(s) ant ribinio ciklo su faze



1.6 Faziné redukcija sistemoms su delsa 35

9 ir Siek tiek perturbuokime ja ,iSilgai” i-tosios Floke modos
X (s) = xI(s) + eed (0 + 5). (1.125)

Mes tariame, jog € yra pakankamai mazas, kad perturbacijos dinamika yra pilnai
aprasoma linearizuota lygtimi. Tuomet sprendinys su pradine salyga
atrodys taip:

xW(s) = x4 (s) + e, (9 + t + ). (1.126)

Jei mes nagrinésime ne pirmaja Floke moda (i # 1), tuomet R()\;) < 0 ir paskutinis
narys desiniojoje lygybés ((1.126)) puséje dingsta, kai ¢ — oco. Todél pagal pateikta
apibrézima, busena ([1.126)) turi faze v/. Kadangi tai galioja bet kuriam ¢ > 2, bendra

iSraiska busenai su faze 1 gali buti uzrasyta:

X (s) =x(s) + ¢ i e’ (Y + s), (1.127)
=2

¢ia ¢; yra bet kokios konstantos. Jei uzfiksuosime 9 ir varijuosime ¢;, mes gausime
izochronos ,,pavirsiy” funkcijy erdvéje C arti ribinio ciklo biisenos x(")(s). Tariame,
kad bet kokia busena artima ribiniam ciklui gali buti uzrasyta pavidalu. Tai
is tikryju grieztai néra teisinga, pvz. [46] yra parodyta, kad be galo dimensinéje
erdvéje gali buti tokie trikdziai, kurie gesta grei¢iau negu eksponentiskai. Taciau
siuo atveju mums svarbus pats gesimas.

Dabar panagrinékime perturbuota SDL:
x(t) = f(x(t),x(t — 7)) + eg(t). (1.128)

Mes tariame, kad perturbacija yra maza ir sistema visg laika islieka arti ribinio
ciklo, todél busena visada galima uzrasyti (1.127]) pavidalu. Taigi mes ieskome
(1.128) sprendinio tokia forma, tardami, kad ¥ = ¥(t) ir ¢; = ¢;(t) yra nuo laiko

priklausancios funkcijos:

x(t+s) = x.(0(t) + s) + 5§:ci(t)e’\isui(z9(t) +s), sel[-70]. (1.129)

1=2

Panaudoje (1.128)) ir ((1.129)), mes norime i$vesti diferencialine lygti fazei 9(t). Ka-

dangi apsiribojame e tikslumu, tokig lygti galima uzrasyti taip:

Cj;: =1+eq(9,1), (1.130)

¢ia (0, t) yra musy ieskoma skaliariné funkcija.



36 1. Faziné redukcija

Imdami (1.129) lygtyje s = 0 ir s = —7, mes gauname

x(t) = x.(V) + ei ci(t)u; (), (1.131)

x(t—71)=x(0 -7 +stcz Tu; (9 — 7). (1.132)

Irase sias iSraiskas j (|1.128]) desiniaja lygybés puse ir iSskleide netiesine funkcija

Teiloro eilute iki pirmojo nario, gauname:

dx

o ()0 7)) £ Y e AW () +

B9 — 7)w; (¥ — 7)e M) + eg(t). (1.133)
Pirmasis narys desiniojoje lygybés puséje atitinka pirmaja Floke moda, tai yra

f(x:(0),x.(0 — 7)) = dx.(9)/d¥ = uy(9). Israiska lauztiniuose skliaustuose gali-
ma supaprastinti pasinaudojus (|1.121f). Tuomet ((1.133|) transformuojasi i:

dx d
i u; (V) + EZCZ l)\ u; (v dﬁ] + eg(t). (1.134)

Dabar isdiferencijuokime (({1.131)) pagal ¥:

dx dt > |de; dt du;
e % (] 1.1
T u1(19)—|—5; [dt dﬁul(ﬁ)—l—cl(t) dq?] (1.135)
ISreiske dx/dt is (1.134)) ir (1.135)) gauname:
w (@) + T2, i) [Aiuz-w) . ] + ea(t) =
(1.136)

9 du dc;
- [u1(§)+5zfizci()d§1 +eX%2, s u;(¥).

Irase d¥/dt = 1+ eq(¥,t) is (1.130)) ir atmete aukstesnés eilés narius, lygtis supap-
rastéja iki:
dc;
(9, H)u, (9 Zuz lA cilt dﬂ +g(t). (1.137)
Kitas zingsnis yra (|1.129)) diferencijavimas pagal s ir pagal t. Matyti, kad kairiosios
lygybés puseés isvestiné pagal s ir pagal ¢ sutampa. Todél tas pats galioja ir deSiniajai

lygybés pusei. Diferencijuodami desinigjg puse pagal s ir ¢ ir jas sulygine mes
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gauname:

w (9 +5) +e X, cilt)e™ [Aiuxms)ww”s) _

dv
dy dul(ﬁ—l—s)
o 9 es o a

de;

2, i +s)er, s € (=,0).

elis + (1138)
€22

Si lygybé galioja atvirame intervale s € (—7,0), kadangi (1.129) i$vestinés neapi-
bréztos ant intervalo krasty s = —7 ir s = 0. Kad supaprastintume ([1.138]), mes vél
naudojame (|1.130)) ir atmetame aukstesnius uz € narius:

dCi

g, tug (9 + s) = Ze’\zsul Y+ s [/\icz-(t) ——
=2

] , s€(—1,0). (1.139)

Dabar, pasinaudoje bitiesinés formos savybémis (([1.123)) ir (1.124]), i$ lygciu
ir mes galime iSvesti paprasta iSraiska nezinomai funkcijai ¢(¢,t). Kad tai
padarytume, padauginkime i§ kairés pusés i z7 (9 + 7 + s)B(Y + 7 + )
ir integruokime ja pagal s intervale (—7,0). Integravimo rezultata pridedame prie
lygties 7 padaugintos i§ kairés pusés i$ z” (). Tada, naudodamiesi savybémis
(1.123)) ir (1.124)), gauname:

q(¥,t) = z" (V)g(t). (1.140)

Irase pastaraja lygybe i (1.130]), mes galiausiai gauname lygti dél fazés:

W1 )), (L.141)

¢ia z(1) yra jungtinés lygties ([1.118]) periodinis sprendinys. Pradine salyga jungtinei
lygciai galima gauti i$ ((1.124)), jrasius ¢t = 0 ir turint omeny, kad u;(t) = %x.(¢):
0

27 (0)%.(0) + [ 2z (7 + 5)B(7 + s)%.(s)ds = 1. (1.142)

-7

Tokiu budu SDL fazés dinamika yra pilnai apibrézta (1.118)), (1.141]) ir (1.142)) lyg-
timis. Jos yra ekvivalencios (1.109)), (1.112)) ir (1.111]) lygtims, iSvestoms praeitame

skirsnyje.
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1.6.3 Pavyzdziai: Mackey-Glass ir fazés derinimo kilpos sis-

temos

Dabar panagrinékime konkrecias sistemas su delsa ir pritaikykime joms fazine

redukcija.

Mackey-Glass sistema: Viena iS paprasciausiy sistemy su delsa yra Mackey-

Glass sistema, aprasoma tokia lygtimi [33]:

dr  ax(t—71)

e e R ORE 0] (1.143)

Sis modelis buvo pasitlytas, norint aprasyti kraujo lasteliy generavima pacientams
sergantiems leukemija. Veliau §i lygtis tapo populiari chaoso teorijoje kaip modelis
vaizduojantis daugiadimensinj chaosg ir naudojamas testuojant jvairius chaotisky
laikiniy seky analizés metodus bei chaoso valdymo algoritmus ir t.t. Elektroni-
nis Sios sistemos analogas buvo jgyvendintas [47]. Priklausomai nuo parametruy,
Mackey-Glass sistema gali vaizduoti labai jvairius dinaminius rezimus. Jei imsime
parametrus ¢ = 2, b = 10 ir didinsim delsos laika 7, mes pirmiausia matysime pe-
riodo dvigubinimosi scenarijy, paskui chaosa, ir galiausiai hiperchaosa su tolygiai
didéjancia keistojo atraktoriaus dimensija. Cia mes pasirinksime tokius parametrus
a=2,b=101ir 7 = 0.7, kad kai ¢ = 0 Mackey-Glass sistema turéty stabilyjj ribinj
ciklg su periodu T ~ 2.29584.

Pirmiausia mes patikrinsime ar jungtinés lygties (1.109)) periodinis sprendinys
sutampa su FAF. Todél paskaiciuosime FAF kaip sistemos atsakg j trumpg impulsg,

suteikta jvairiuose fazés taskuose.

Pirmiausia mes integruojame laisva (¢ = 0) Mackey-Glass sistema (1.143) pa-
kankamai ilga laika, kol sprendinys tampa periodinis. Sis sprendinys z.() yra
pavaizduotas (a) pav. kaip funkcija nuo fazés. Tuomet prie uzduotos fazés
mes perturbuojame sistema trumpu impulsu eg(t) = €d(t — ¥), kur 6(¢) yra Dirako
delta funkcija. Kaip buvo parodyta skirsnyje[1.6.2, SDL busena ant ribinio ciklo ap-
raso funkcija z.(J + s), s € [—7,0]. Todél duotame fazés taske perturbuota busena

bus:
z(0+s)+e kai s =0,

(1.144)
ze(9 + ) kai s € [—7,0).

x(f/‘+8)={

Mes startuojame nuo perturbuotos busenos (|1.144)) ir integruojame lygti (1.143) per

keleta periody mT' (¢ia m yra pakankamai didelis sveikas skaicius), kol sprendinys
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priartéja prie ribinio ciklo,
(0 +s+ml) = z.(0+ A9 +s), sel[-1,0]. (1.145)

Tada mes jvertiname fazés pokyti Ad, lygindami ji su neperturbuotu sprendiniu.
FAF reik$meé prie fazés ¢ pagal apibrézima skaiciuojama is santykio Ad/e, kaie — 0.
Sis rezultatas, kai ¢ = 1072, (b) yra pavaizduotas apskritimais pav.

1.7 pav.: (a) - ribinio ciklo sprendinys ir (b) — FAF Mackey-Glass sistemos (1.143)),
kaia =2,b=10ir 7 = 0.7. (b) dalyje apskritimais parodyta FAF verté suskaiciuota
is sistemos atsako j trumpg impulsg, tuo tarpu istisiné kreivé vaizduoja jungtinés
lygties periodinj sprendinj.

(b) pav. mes lyginam §j rezultatg su FAF paskaicCiuota iS jungtinés lygties
(1.109). Pazymeétina, kad Jakobianai (|1.110)) Mackey—Glass lygties yra skaliarinés

funkcijos:
1+ (1=b)2l(t—1)
(14 2b(t —7)]?

At)=-1, B()=a (1.146)

Jungtinés lygties periodinis sprendinys tenkinantis pradines salygas , buvo
rastas naudojant atgalinj integravima, kaip aprasyta m skirsnyje. Sis sprendinys
iStisine kreive pavaizduotas (b) pav. Kaip matyti i$ paveikslo, abu metodai duoda
ta patj rezultata. Tai patvirtina jungtines lygties ir pradiniy salygy
galiojima.

Pazymeétina, kad FAF skaic¢iavimas i$ jungtinés lygties yra geresnis nei metodas
paremtas atsaku j trumpg impulsg, nes jis duoda tikslesnius rezultatus. Taip yra,
nes Sis metodas paremtas be galo maza perturbacija, tuo tarpu, ziurint atsaka j
trumpa impulsa, mes naudojame baigtine perturbacija.

Kad patikrintume fazés dinamikos lygties galiojimg, mes nagrinéjome
Mackey-Glass sistemos sinchronizacijg su iSoriniu harmoniniu signalu, kuris uzsira-
so eg(t) = esin(2mvt), bei su staciakampiu signalu eg(t) = esign|sin(27vt)]. Per-
turbacijos daznis v yra artimas savajam sistemos dazniui 1/7. Mes skaic¢iavome
slenkstines amplitudés € = ¢, priklausomybe nuo isderinimo Av = v—1/T (Arnoldo
liezuviai) dviem metodais: tiesiogiai integruodami SDL ir iS fazés dinami-
kos lygties su FAF z(¢), kurig radome i$ jungtinés lygties. Jei iSderinimas
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1.8 pav.: Mackey-Glass sistemos Arnoldo liezuviai (priklausomybé slenkstinés amp-
litudés e, nuo dazniy isderinimo Av = 1/T — v) esant sinusinei (raudona) ir sta-
¢iakampei (juoda) signalo formai. Apskritimais pavaizduoti rezultatai gauti i$ tie-

sioginio lygties ({1.143) integravimo. Linijos gautos is (1.147)), kuri iSvesta is fazinés
redukcijos.

pakankamai mazas, lygtis dél fazés Arnoldo liezuviams duoda tokias reikSmes:

o { AvT/min[H ()] kai Av <0, (1.147)

AvT/max[H(¥)] kai Av > 0.

Cia min[H ()] ir max[H ()] pazymeétos minimali ir maksimali periodinés funkeijos
H(W) = H(Y+T) vertes, kai:

H(Y) = é /0 °. (19 + &) g(t)dt, (1.148)

¢ia © = 1/v yra iSorinés perturbacijos periodas g(t) = g(t + ©).

[1.§| Pav. Arnoldo liezuviai, paskaic¢iuoti pirmuoju ir antruoju metodu, pavaiz-
duoti atitinkamai apskritimais ir linijom. Kaip matyti iS paveikslo, abu metodai
prie mazy iSderinimy duoda ta patj rezultata. Tai patvirtina praeituose skirsniuose
iSvestos fazinés redukcijos teisinguma.

Fazés dinamikos lygties privalumas, lyginant su originalia SDL ,
yra tas, kad jos pagalba galima paprastai iSanalizuoti sistemos atsaka j bet kokj
silpna nuo laiko priklausantj trikdj.

Fazés derinimo kilpos sistema: Kitas SDL pavyzdys yra taip vadinama fazes

derinimo kilpos sistema, aprasoma tokia lygtimi [48]:

&= —Rsin[x(t — 1)] + eg(t), (1.149)
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1.9 pav.: Sistemos Arnoldo liezuviai (priklausomybé slenkstinés amplitudés
. nuo dazniy iSderinimo Av = 1/T — v) esant sinusinei (raudona) ir stac¢iakampei
(juoda) signalo formai. Apskritimais pavaizduoti rezultatai gauti is tiesioginio lyg-
ties integravimo. Linijos gautos i$ , kuri isvesta i fazinés redukcijos.

Sistemos parametrai parinkti taip (R = 2), kad, kai ¢ = 0, sistema vaizduoty
periodines osciliacijas su periodu 7' = 4. Vél, kaip ir anksciau, skai¢iavome Arnol-
do liezuvius sinusiniam ¢(t) = sin(27vt) ir staiakampiam g(t) = sign[sin(27vt)]
periodiniams signalams. Rezultatai, kai iSderinimas yra mazas Av = v — 1/T', pa-
vaizduoti pav. Vél gi matome, kad redukuotos sistemos rezultatai gerai sutampa

su rezultatais, gautais tiesiogiai integruojant (({1.149)) lygti.






2 skyrius: FAZINES REDUKCIJOS TAIKY-
MAS CHAOSO VALDYMUI

Chaoso valdymo uzdavinys, stabilizuojant nestabilias periodines orbitas (NPO),
esancias keistajame atraktoriuje, yra svarbus netiesinés dinamikos skyrius, nes sis-
temos nereguliari dinamika pakei¢iama lengvai prognozuojamu periodiniu elgesiu.
Pirmasis darbas sia tema yra [49], kur autoriai pasiulé metoda stabilizuoti NPO
chaotinéje sistemoje naudojant neinvazyvia jéga, kuri, pasiekus stabilizavima, virsta
nuliu. Po to buvo pasiulyta daug metody NPO stabilizavimui. Vienas i$ ju yra
stabilizavimas naudojant uzdelstajj griztamajji rysj (UGR) J40]. Siame skyriuje mes
aptarsime uzdelstojo griztamojo rysio valdyma (UGRV) ir kokius rezultatus gali-
ma gauti naudojant fazing redukcija sistemoms valdomoms UGR. Tokias sistemas
apraso lygtis su delsa ir, jei yra pasiekiama stabilizacija, sistema tampa stabiliu

periodiniu osciliatoriumi. Todél ¢ia tinka rezultatai gauti skirsnyje.

2.1 Chaoso valdymas uzdelstuoju grjztamuoju ry-
Siu

Pirmg karta NPO, esanciy chaotinéje sistemoje, stabilizavimas naudojant UGR
buvo pasiulytas Kestuc¢io Pyrago 1992 m. [40], o jgyvendintas elektroninéje schemoje
1993 m. [50]. Metodo esmé yra ta, kad valdymo jéga yra konstruojama kaip skirtu-
mas tarp dabartinés busenos ir busenos uzdelstos per vieng perioda. Tokj valdyma
galima taikyti beveik nieko i$ anksto nezinant apie sistema, nes jéga konstruojama
is stebimo signalo. Metodas pasirodé labai patrauklus eksperimentatoriams, nes yra
lengvai jgyvendinamas. Jis buvo sékmingai jdiegtas daugelyje realiy eksperimenty
is jvairiy sriciy, tokiy kaip elektronika, lazeriai, chemija, biologija, medicina ir t.t.
(detalesnei apzvalgai zr. [511, 52, 53], b4, B, B6] ir [57]). Vienas i$ jdomesniy UGRV
igyvendinimy yra adatos, esancios atominés jégos mikroskope, chaotinio virpéjimo

pasalinimas, o tai padidina mikroskopo skiriamaja geba [5§].
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Klasikinis UGRV algoritmas trijuy dimensijy sistemai uzrasomas taip:

x(t) =f(x(t) + K | ao(t —7) —a2(t) |, (2.1)

¢ia K yra valdymo stipris (skaliaras), 7 yra delsos laikas. Jei K = 0, gauname laisva
sistema, kuri, tarkime, turi nestabilyji ribinj cikla x.(t + T') = x.(t). Jei 7 =T, tai
sistema taip pat turi ribinj cikla x.(t), kuris gali buti ir stabilus prie tam tikry
K verciy. Dazniausiai K vertei egzistuoja stabilumo intervalas, kur, pasirinkus bet
kokig verte iS to intervalo, orbita tampa stabili. Taciau ne visada stabilumo interva-
las turi buti. Pavyzdziui, chaotingje sistemoje aukstesnés eilés orbitoms (konkreéiai
Rossler’io sistemos periodo—8 orbitai) stabilumo intervalas iSnyksta, didinant orbitos
eile.

Jei yra galimybeé sistemoje matuoti visus kintamuosius ir veikti visus kintamuo-

sius, tai UGRV algoritmas tokiu atveju uzrasomas taip:
x(t) =f(x(t)) + K[x(t — 1) — x(t)], (2.2)

c¢ia K yra matrica. Véliau skirsnyje bus parodytas atvejis, kai orbitos nepavyksta

stabilizuoti matuojant tik vieng kintamajj, tac¢iau pavyksta matuojant kelis.

2.2 Fazés atsako funkcija orbitoms, stabilizuotoms
uzdelstuoju griztamuoju rysiu

Jei lygtyje matrica K ir delsos laikas 7 parinkti tinkamai, tai periodiné
orbita stabilizuosis. O tai reiskia, kad mes turime stabilyjj ribinj ciklg sistemoje,
kuria apraso SDL. Pritaike [I.6]skirsnyje gautus rezultatus, galime paskaic¢iuoti tokios
orbitos FAF.

FAF skaic¢iuojama is lygties. Musy atveju Jakobiano matricos pagal
bus A(t) = Df(x.(t)) — K ir B(t) = K. Tuomet jungtiné lygtis uzrasoma
taip:

7 (t) = —z" (t)Ao(t) — 2" (t +7) — 2" (V)]K, (2.3)

¢ia Ag(t) = Df(x.(t)) yra laisvos sistemos Jakobianas paskai¢iuotas ant NPO x.(t).
Pradinés salygos (|1.111)) tokiai sistemai rasomos taip:

2" (0)%.(0) + ' 27 (7 + 8)Kx.(s)ds = 1. (2.4)

-7



2.2 Fazés atsako funkcija orbitoms, stabilizuotoms uzdelstuoju griztamuoju rysiu45

2.1 pav.: Rossler’io sistemos periodo—1 orbita ir jos FAF. (a) — orbitos tre¢ioji kom-
ponenteé ir (b) — FAF trecioji komponenté paskaiciuota prie K; = 0.15 (istisiné linija)
ir K1 = 0.15 (bruksniné linija) valdymo parametro reiksmiy.

Stabilizuotos orbitos FAF yra lygties (2.3) periodinis sprendinys z” (t) = 27 (¢t + 7).
Kadangi 7 = T, tai (2.3) lygtyje paskutinis narys iSnyksta. Todél stabilizuotos
orbitos FAF taip pat tenkina ir laisvos sistemos jungtine lygti:

T (t) = —2T () Ao(t). (2.5)

Deja §i lygtis sunkiai panaudojama skaitmeniniam FAF skaic¢iavimui, nes jos perio-
dinis sprendinys nestabilus integruojant tiek j priekj, tiek atgal. Taip atsitinka, nes
bet kokia NPO chaotinéje sistemoje turi Floke eksponentes su teigiama ir neigiama
realigja dalimi. Kad rastume FAF prie konkrecios K vertés, mes galime naudoti
, nes ji duos periodinj sprendinj atgaliniame integravime, jei tik K parinktas
i$ stabilumo intervalo. Vis délto ([2.5) naudinga, nes leidZia padaryti svarbia isvada
apie FAF forma. (2.5) nepriklauso nuo valdymo matricos K, todél FAF forma yra
invariantiné K atzvilgiu [A2]. Valdymo matrica K daro jtaka tik FAF amplitudei.
Ta jtaksa galima jvertinti iS pradiniy salygy ir mums nereikia integruoti (2.3
kiekvienai skirtingai K reiksmei. [sivaizduokime, kad i$ ir mes radome
FAF z) (1) orbitai stabilizuotai naudojant valdymo matricg K;. Tada FAF z® (¥))

prie kitos valdymo matricos Ky bus proporcinga z(l)(l‘}):

z? () = azV (), (2.6)
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¢ia proporcingumo koeficientas o gali buti surastas i§ (2.4)):

o= [z<l>T(o)x6(o) Tk oKk (s)ds] (2.7)

Kad parodytume FAF formos invariantiSkuma, mes Rossler’io sistemoje (sis-
temos lygtys bus uzrasytos skirsnyje) stabilizavome periodo—1 orbita, kurios
T ~ 5.881, naudodami valdymo matrica su visais nuliais, iSskyrus elementa (2,2),
kurj mes pazymeésime tiesiog K. Tada i$ jungtinés lygties radome FAF prie dvie-
ju skirtingy K verciy. Paskaiciave « is , gavome, kad o =~ 0.558, tai visiskai
atitinka suskaiciuotas FAF. Rezultatai yra pavaizduoti pav.

2.3 ISpléstinis uzdelstojo griztamojo rysio valdy-
mas esant maziems delsos iSderinimams

Po to, kai buvo pasiulytas UGRV metodas, atsirado daug jo variacijuy, vienaip ar
kitaip patobulinanciy metoda. Vienas is sékmingiausiy patobulinimy yra iSpléstinis

uzdelstojo griztamojo rysio valdymas (IUGRV) [59], kuris uzrasomas taip:

X(t) = f(x(t) + Ky R [x(t—jm) —x(t = (j — 1)l (2.8)
j=1
¢ia R yra skaliarinis dydis, vadinamas atminties parametru. Kad begaliné suma
konverguotuy, atminties parametras |R| < 1. Jei R = 0, tai vél griztame prie URGV
schemos, todél UGRV yra atskiras atvejis [IUGRV. IUGRV schema dazniausiai uz-
rasoma ne (2.8) pavidalu, o taip:

x(t) = f(x(@)+K[(1-R)s(t—71)—x(t)], (2.9a)
s(t) = x(t)+ Rs(t—7). (2.9b)

Nors lygtyse néra begalinés sumos, tac¢iau jas analizuoti ne visada patogu, mat
yra skirtuminé, o ne diferencialiné lygtis.

Eksperimentiskai jgyvendinant UGRV metoda, reikia Zinoti norimos orbitos pe-
riodg T. Autonominéms sistemoms Sis periodas i anksto néra zinomas, todél yra
keletas euristiniy algoritmy, kaip ji nustatyti matuojant valdymo jéga. Algoritmai
paremti tuo, kad valdymo jégos amplitudé rezonansiskai priklauso nuo delsos lai-
ko [40] ir periodg galima gauti i§ amplitudés minimumo naudojant jvairius budus
[60, 61, 62, 63 64, 65]. Tacdiau pirmaji teorinj rezultata, ieSkant orbitos periodo,

gavo Just’as [66]. Jei valdymo matrica yra tinkamai parinkta, tai periodinés osci-
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liacijos islieka net tada, kai 7 # T, jei tik iSderinimas 7 — T yra mazas. Taciau
tuomet osciliacijos vyksta su periodu O, kuris skiriasi tiek nuo NPO periodo T tiek
nuo delsos laiko 7. Be to osciliuoja tiek visa sistema, tiek valdymo jéga. Straipsnyje
[66] yra iSvesta analitiné israiska dél periodo © esant maziems iSderinimams, tuo

atveju, kai valdymo matrica turi tik vieng nenulinj elementa:

K
O(K,T) —T—l—K

— K

(1—T)+0O((r—T)%), (2.10)

¢la k yra sistemos parametras turintis savyje informacija apie tai, kaip valdymo
jéga ,prijungta“ prie sistemos. Teorija pateikta [66] darbe ir lygtis apsiriboja
UGRV atveju, kai sistema turi viena skaliarinj jvada (valdymo jéga yra skaliaras).

Siame skirsnyje musy pagrindinis tikslas yra i$vesti analitine israiska periodui ©
TUGRYV atveju, kai valdoma sistema yra multi-jvadiné multi-isvadiné [A3] (valdymo
jéga ,prijungiama‘“ prie keliy viety bei ji konstruojama is keliy skaliariniy dydziy).
Musy iSvedimas remiasi fazinés redukcijos teorija, pateikta[1.6|skirsnyje, [IURGV sis-
temy FAF formos invariantiskumu bei formule , skirta skaiciuoti perturbuotos
sistemos periodui. Mes taip pat parodysime, kaip skaiciuoti parametra r ir kitus
parametrus, atsiradusius bendresnéje israiskoje dél ©.

Musy isvedimui reikés fazinés redukcijos SDL atveju, kai sistema turi ne viena,
o daug delsos laiky. Teorija i$ skirsnio lengvai apibendrinama daugelio delsy
atvejui. Jei turime silpnai perturbuota sistema su stabiliu ribiniu ciklu x.(t +7) =

x.(t) aprasoma SDL
x(t) =f (x(t),x(t —7),...,x(t —1ar)) + eg(2), (2.11)

tai sistema turés M + 1 Jakobiano matricy:

A() = Dif(xot), xo(t = 71)s s Xe(t = 7a1)),s (2.12a)
Bj(t) = Dj-i-lf(xc(t)? Xc(t - 7—1)7 s axc(t - TM))a
j=1,.... M. (2.12b)

Cia D; yra funkcijos vektoriné iSvestiné pagal j-aji argumentg. Lygtis dél fazés bus
ta pati, t.y.:
D(t) =1+ ez” (Ng(t) + O(e?). (2.13)
Cia z(t) yra FAF arba T periodinis jungtinés lygties
M
2" (t) = —z" (H)A(t) = > 2" (t + 7;)B;(t + ;) (2.14)

J=1
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sprendinys su pradine salyga

27 (0)%.(0) + z_: /0 2’ (7 + 5)B;(1; + 8)%.(s)ds = 1. (2.15)

—Tj

Taigi dabar sugrjzkime prie valdomos sistemos. Pradékime nuo labai bendros

israiskos dél ispléstiniu uzdelstuoju griztamuoju rysiu valdomos sistemos:

x(t) = f(x(t),u(t)), (2.16a)
s(t) = h(x(t), (2.16Db)
u(t) = K|[(I-R) i_o: R/ 's(t —j7) —s(t)| . (2.16¢)

Cia x(t) € R™ atitinka sistemos biisenos vektoriy, u(t) € R* yra valdymo vekto-
rinis kintamasis (k-dimensinis jvadas) ir f (x,u) yra netiesiné vektoriné funkcija,
kuri apibrézia sistemos dinamika ir valdymo signalo ,prijungimo® savybes. Lyg-
tis apibrézia [-dimensinj iséjimo signala s(t), kuris suristas su n-dimensiniu
bisenos vektorium x per vektorine funkcija h : R® — R!. Lygtis duoda
iSpléstinio uzdelstojo rysio priklausomybe tarp vektorinio iS¢jimo signalo s ir vek-
torinio valdymo signalo u. Diagonali [ x [ matrica R = diag(R;, ..., R;) apibréZia
atminties parametrus R,,, kurie bendru atveju gali buti skirtingi skirtingoms isé¢jimo
signalo komponentéms s,,. Taciau mes tariame, kad delsos laikas 7 yra vienodas
visoms komponentéems. Kad suma israiskoje konverguoty, mes tariame, kad
|R| < 1 visiems m = 1,...,l. k x [ valdymo matrica K transformuoja i$¢jimo kin-

tamaji s(t) i valdymo (jéjimo) kintamaji u(¢), o I pazymeéta [ x [ vienetiné matrica.

Mes tariame, kad sistema be valdymo (K = 0) turi nestabilia 7" periodine orbita
X.(t) = x.(t + T), kuri tenkina lygti %.(t) = f (x.(¢),0). Kintamojo tikslas
yra stabilizuoti Sia orbita. Jei mes paimsime delsos laikg lygy NPO periodui 7 =T,
ir jei stabilizacija bus sékminga, tuomet s(t — j7) = s(t), X532, R~ = I-R)™!
ir valdymo jéga virs nuliu: u = 0. Tai reiskia, kad valdymo algoritmas ([2.16¢|) yra

neinvazyvinis.

Taigi, jei delsa 7 = T ir valdymo parametrai K ir R tinkamai parinkti, tai

stabilizuosis periodiné orbita, kurios fazes atsako funkcija tenkins jungtine lygtj:

7' (t) = —z' ()A(t) +z" (H)W()KV(¢)
—S 2"t + S T)W(HK(I — R)RV (1), (2.17)

j=1



2.3 Ispléstinis uzdelstojo griztamojo rysio valdymas esant maziems delsos

iSderinimams 49
Ao(t> = le(XC(t),O), (218&)

W(t) = Dof(x.(t),0), (2.18b)

V(t) = Dh(x.(t)), (2.18c¢)

yra T periodinés matricos. Cia, kaip ir anks¢iau, simboliu D; pazyméta vektoriné
iSvestiné pagal atitinkamg argumenta. Jungtine lygtis yra iSvesta is
imant 7; = j7T'
Kadangi FAF yra T periodiné funkcija, tai

S+ JT)W(O)K(I - R)RIV(I) = 2" (OWOKV(),  (2.19)

j=1
o tai reiskia, kad valdomos sistemos FAF taip pat tenkina ir laisvos sistemos jungtine
lygti:

7' (t) = —z" (1) Ag(t). (2.20)

Pastaroji lygtis nepriklauso nuo valdymo parametry K ir R. Tai jrodo FAF formos
invariantiskuma 8§iy parametry atzvilgiu. Nors formaliai FAF apibrézimas tinka tik
stabiliems ribiniams ciklams, c¢ia patogu yra jsivesti laisvos sistemos FAF, kurig
zymésime p(t) ir vadinsime bazine FAF. Tuomet valdomos sistemos FAF z(t) prie
bet kurio rinkinio (K, R) issireiks per bazine FAF:

z(t) = a(K,R)p(t). (2.21)

Proporcingumo koeficienta a(K, R) randame i$ pradiniy salygu (2.15)), kurios musu

atveju yra:
27 (0)%.(0) + > /7 2 (5)Bj(s)e()ds = 1, (2.22)
B,(s) = W(s)K(I — R)R/V(s). (2.23)

Baziné FAF yra periodiné funkcija p(t) = p(t+T), kuri tenkina Sia lygtj ir pradines
salygas:

prt) = —p'(t)Ao(t), (2.24a)
pl(0)%.(0) = 1. (2.24D)

Begaling suma lygtyje (2.22)) galima suskaiciuoti analitiskai 352, jR7~! = (I-R) ™,
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tuomet Si lygtis supaprastéjai iki:
0)%.(0) + / K(I - R)"'V(s)%.(s)ds = 1. (2.25)

Dabar jrasome ([2.21)) i (2.25)) ir, turédami omeny m gauname lygtj proporcin-

gumo koeficientui:

Ly alel

Tlpl_p

a(K,R) (2.26)

Cia mes jvedéme [ x k matrica C, kurios elementai apibréziami tokiy integraly

dviguba suma:

ZZ/ Pi(8)Wir(5) Vo (8)Tew(5)ds. (2.27)

Matrica C turi savyje visg informacija apie FAF amplitudés pokytj pakitus matricom
(K,R).

Dabar panagrinékime atvejj, kai delsos laikas 7 # T. Kitaip tariant, sistema
isderinta, tac¢iau 7 — T = ¢ yra mazas parametras. Kaip ankséiau buvo minéta,
sistema svyruos periodu © ir musy tikslas gauti analitine israiska dél © tikslumu iki
e. Mes isskaidysime valdymo signala i dvi komponentes: neiSderinta, kuri stabili-
zuoja NPO, ir silpna iSderinima, kuris perturbuoja perioda. Siuo tikslu lygti

perrasykime taip:

X(t) = f(x(t),uo(t) +£g(x(t), uo(t)) + O, (2.282)
s(t) = h(x(t)), (2.28b)
w(t) = K (I—R)iRj_ls(t—jT)—s(t) : (2.28¢)
¢ia perturbacija:
g(t) = —Dof (x(t),u(t)) K(I-R)
X X_: JRITIDh(x(t — jT))x(t — jT). (2.29)

Dabar galime pasinaudoti anks¢iau iSvesta (|1.74]) formule. T perturbacija g ga-
lima jrasyti periodinj sprendinj, todél x(t) = x.(t), o ug(t) = 0. Taigi perturbacija
perrasoma taip:

g(t) = ~W(K(I - R) " V(0)x.(1) (2.30)

Tuomet mus dominantis periodas © isreiskiamas per anksc¢iau jvestos matricos C
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elementus taip:

Zf:l lel Krpcpr/(l - Rp)
1+, 22:1 KipCpr /(1 = Ry)
+0((r = 1)), (2:31)

OK,R,7) = T+ (r-1T)

Lygtis , iSvesta [60], yra atskiras atvejis pastarosios lygties, kai R = 0 ir K
turi vieng nenulinj elementa, tarkim K4;. Tuomet lygtis transformuojasi }
(2.10) su k = —1/C1;.

Taigi apibendrinant §j skirsnj, galima pasakyti, kad pagrindinis rezultatas yra
formulé , leidzianti paskaiciuoti osciliacijy perioda O, kai naudojant IUGRV
schema stabilizuojame orbita, kuri yra artima, bet nelygi NPO, nes delsos laikas yra
netinkamai parinktas 7 = T' + €. Reikia pazyméti, kad osciliacijas mes matysime
matuodami valdymo jéga arba bet kokj kita sistemos dinaminj kintamajj. Todél
periodas © yra eksperimentiskai matuojamas dydis. Taciau matricos K ir R turi
buti tinkamai parinktos, t.y. tokios, kurios duoda NPO stabilizacija su 7 = T.
Toliau apzvelgsime formuleés taikyma konkreciai sistemai.

2.3.1 Pavyzdys: Rossler’io sistema

Dabar mes patikrinsime musy gautus teorinius rezultatus naudodami skaitme-
ninius skai¢iavimus. Skaitmeninei analizei mes pasirinkome Réssler’io sistema [67]

su standartiném parametry vertém:

T1(t) = —xo(t) — x3(t) + us(t), (2.32a)
t3(t) = 0.2+ xz3(t) (z1(t) — 5.7), (2.32¢)
wlt) = K [(1= RSB 0= ) = )

kaip=1,2. (2.32d)

Cia mes Rossler’io sistemoje pridéjome valdyma prie pirmuyjy dviejy lygéiy, nau-
dodami skirtingas atminties parametro reikSmes bei skirtinga valdymo stipri. Siuo
atveju igéjimo kintamasis yra dviejy dimensijy vektorius s(t) = (z1(t), 22(t))T ir abi
matricos K ir R yra diagonalios: K = diag(K1, Ky) ir R = diag(R;, R2). Mes
perraséme lygti tokia forma:

O =T+ (r—T)A, (2.33)
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¢ia parametras A siuo konkreciu atveju yra:

_ K101 /(1 — Ry) 4 K92Co/(1 — Ry)
1+ KHCH/(l — Rl) + K22022/<1 — RQ)

(2.34)

Taigi mes norime patikrinti, ar ([2.34) teisingai nustato dydzio A priklausomybe nuo
parametry Ky, Koo, Ry ir Ry. Nagrinéjant A priklausomybe nuo K ir Ky, patogu
isivesti santykj A/(1 — A), nes, pagal (2.34]), jis tiesiskai priklauso nuo parametruy:

A _ K110y n K93C
1-A 1—-R 1—Ry

(2.35)

Pirmu pavyzdziu mes pasirinkome periodo-2 orbita Rossler’io sistemoje, kurios
periodas T ~ 11.75863. Mes paskai¢iavome bazine FAF p(t) ir i jos suradome
parametrus C7; = 5.9119 ir Cy = 6.8694 naudojant lygti . Tuomet suskai-
¢iavome santykj ir pav. (a) pavaizdavome (istisiné linija) atvirkstinj dydj
(1 — A)/A kaip funkcija nuo atminties parametro Ry esant fiksuotam Kj; = 0 ir
skirtingoms parametro Ky, reikSméms. Dalyje (b) mes pavaizdavome A/(1 — A)
kaip funkcija nuo valdymo stiprio Ky esant fiksuotiems Ry = Ry = 0 ir skirtin-
goms K7 reikSméms. Kad parodytume siy teoriniy rezultaty galiojima, parametra
A mes paskaiciavome is tiesioginio lygties skaitmeninio integravimo. Siam
reikalui mes delsos laikg 7 pasirinkome artimg periodui 7', taip, kad 7 — T = 0.02
ir stabilizuotos orbitos perioda © suradome skaitmeniskai. Tuomet parametra A
suskai¢iavome taip: A = (© — T)/(r — T). Sie rezultatai paveiksliuke pavaizduoti
simboliais. Mes matome, kad analitiné israiska gerai numato A priklausomy-

be nuo valdymo parametry.

Kad pavaizduotume isderinimo dydj 7 — 7', kuriam esant lygtys ir
dar galioja, mes pav. pavaizdavome © priklausomybe nuo Ks, (dalis (a)) ir
Ry (dalis (b)) esant jvairoms parametro 7 — T reikSméms. Vel gi, iStisinés linijos
vaizduoja analitinj rezultata, gauta is ir , tuo tarpu simboliai atitinka
skaitmeninius lygties skaiciavimus. IS paveiksliuko matome, kad analitiniai

rezultatai galioja, kai santykinis isderinimas (7 — 7T") /T nevirsija 10%.

Paveiklélyje mes demonstruojame musy teoriniy rezultaty galiojima aukstos
eiles NPO, kurioms standartinis UGRV algoritmas (R = 0) neveikia. Mes nag-
rinéjome periodo-8 NPO stabilizacija, kurios periodas T" ~ 47.0261648. Orbitos
komponenté x ir bazinés FAF komponenté p, yra pavaizduotos dalyse (a) ir (b).
Santykio priklausomybé nuo valdymo stiprio Koo, kai K11 = 0, o Ry jgau-
na jvairias reikSmes, yra pavaizduota dalyje (c). Parametras Cyy = 27.4483 buvo
gautas is panaudojus suskaic¢iuota bazine FAF po(¢). Vél matome gerus su-
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(b) K22
2.2 pav.:  Skaitmeniniai rezultatai Rossler’io sistemos periodo—2 orbitai. (a) —

parametro (1 — A)/A priklausomybé nuo atminties parametro Ry esant fiksuotam
K1 = 0 ir jvairioms parametro Ky reikSméms. (b) —parametro A/(1—A) priklauso-
mybé nuo valdymo stiprio Ky esant fiksuotiems 1 = Ry = 0 ir jvairioms parametro
Ky; reikSméms. Simboliais pavaizduoti rezultatai, gauti i$ originalios lygties
skaitmeninio integravimo, tuo tarpu istisinés linijos rodo analitinj rezultata, gauta

s @30).
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2.3 pav.: Valdymo signalo periodo © priklausomybé nuo valdymo parametry Ko
(a) ir Ry (b) esant jvairiems delsos laikams: nuo apacios j virsy, 7—7 = —1.0, —0.8,
—0.6, —0.4, —0.2, 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0. Kiti valdymo parametrai yra: (a) — K;; =
0, Ro = 0.2 1ir (b) — K33 = 0, Ky = 0.2. Simboliai vaizduoja rezultatus is lygties
(2.32) skaitmeninio integravimo, tuo tarpu istisinés kreivés vaizduoja analitinius
rezultatus gautus is lygéiy ir . Kai kurie simboliai nepavaizduoti, nes
vietoje periodinés orbitos stabilizuojamas rimties taskas.
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2.4 pav.: Skaitmeniniai rezultatai Rossler’io sistemos periodo-8 orbitai. (a) — NPO
komponenté z5(t). (b) — antroji komponenté bazinés FAF py(p). (c¢) — santykio
A/(1 = A) priklausomybé nuo valdymo stiprio Ks, kai K71 = 0 esant jvairioms at-
minties parametro Rs reikSméms. Simboliais pavaizduoti rezultatai gauti i$ origina-
lios lygties skaitmeninio integravimo, tuo tarpu istisinés linijos rodo analitinj

rezultata, gauta i3 (2.34).

tapimus analitiniy rezultaty, gauty is (2.34), lyginant su tiesioginiu lygties (2.32)
integravimu.

2.4 Nelyginio skaiciaus topologinis ribojimas

Ne visas orbitas pavyksta stabilizuoti naudojant URGV arba net IUGRV algorit-
ma. Pavyzdziui ilga laikg niekam nepavyko stabilizuoti orbitos Lorenz’o sistemoje
(lygtys bus pateiktos véliau), kol galiausiai straipsnyje [A4] mes parodéme, kaip
tai galima padaryti. Todél ¢ia apzvelgsime, koks yra stabilizacijos mechanizmas,
ir kodél Rossler’io tipo sistemose stabilizacija pasiekiama santykinai lengviau negu
Lorenz’o tipo sistemose.

Nagrinéjant stabilizacijos mechanizma, yra patogu analizuoti sistemos Floke dau-
giklius. Pavyzdziui, sistemoje be valdymo (kai K = 0) yra trys Floke daugik-
liai. Kadangi sistema autonominé, tai vienas daugiklis yra visada lygus vienetui
(trivialus Floke daugiklis). Jei sistema yra Rossler’io tipo, tai i$ likusiy dviejuy dau-
gikliy vienas bus stabilus (jis bus viduje vienetinio apskritimo), o kitas (nestabilus)
bus apskritimo isoréje ant realiosios neigiamos asies. Kai tik jjungsime valdyma
(K =~ 0), sistema taps begalodimensine, todél sistemoje atsiras be galo daug Floke
daugikliy. Taciau visi jie, tik jjungus valdyma (kai K — 0), yra lygus nuliui. Kai
didiname valdymo stiprj, visi daugikliai, iSskyrus trivialyjj, juda (zr. pav. (a)).
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2.5 pav.: Floke daugikliy ,tipinis“ judéjimas stabilizuojant NPO. (a) — Rossler’io
tipo sistemos stabilizacija, kai nestabilus daugiklis yra neigiamas. Jis, didinant val-
dymo stiprj, jeina j apskritima. (b) — sistemos stabilizacija su dviem kompleksiskai
jungtiniais nestabiliais Floke daugikliais, kurie jeina j apskritima didinant valdymo
stiprj.

IS apskritimo centro iSéje daugikliai dazniausiai juda link apskritimo krasto. Jei
nestabilus daugiklis spéja jeiti j apskritimg, kaip parodyta pav. (a), kol komp-
leksiskai jungtine daugikliy pora neiséjo uz apskritimo riby, tai turim stabilizuota
orbita.

Visai kitokia situacija susidaro, jei turime nestabilyjj Floke daugiklj ant realio-
sios teigiamos asies (Lorenz’o tipo sistema). Norint pasiekti stabilizacija, jis, jeinant
i apskritima, turi praeiti ,kiaurai® trivialyji daugiklj. Nakajima 1997 m. jrodé
teorema [68], vadinama nelyginio skaic¢iaus ribojimu. Ji teigia, kad sistemoje
negali buti stabilizuota NPO, kad ir kokia buty valdymo matrica K, jei tik sistemoje
be valdymo yra nelyginis skaicius nestabiliy Floke daugikliy ant realiosios teigiamos
asies. Teorema buvo jrodyta neautonominéms sistemoms, taciau straipsnio [68] i$na-
soje paminéta, kad tas pats yra teisinga ir autonominéms sistemoms. Toks UGRV
schemos apribojimas paskatino kurti modifikuotas valdymo schemas, leidziancias
apeiti ribojima. Viena i$ tokiy modifikaciju yra nestabilus valdiklis [69], kai prie
sistemos pridedamas papildomas nestabilus laisvés laipsnis (papildoma lygtis), kuris
ant realiosios teigiamos asies prideda papildoma nestabilyjj Floke daugiklj. Didinant
valdymo stiprj, du nestabilus daugikliai (vienas naturaliai esantis sistemoje, kitas
pridétas dirbtinai) susiduria, atsiranda kompleksiskai jungtiné daugikliy pora, kuri
jeina j apskritima, kaip pavaizduota pav. (b).

Praéjus 10 mety po Nakajima’os teoremos, Fiedler’is, nagrinédamas konkrecig
autonomine sistema, parodé, kad nelyginio skaiciaus ribojimas jai negalioja [70]. To-
kiu budu jis parodé, kad Nakajima’os teorema autonominéms sistemoms negalioja

(pazymétina, kad neautonominéms sistemoms Nakajima’os teorema yra teisinga).
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2.6 pav.: Floke daugikliy ,tipinis“ judéjimas, kai orbitai galioja nelyginio skai-
¢iaus topologinis ribojimas. (a) — sékminga stabilizacija pasiekiama, kai nestabilus
daugiklis praeina ,kiaurai“ per trivialyjj ir patenka j apskritimo vidy. (b) — neséek-
mingos stabilizacijos pavyzdys, kai is apskritimo vidaus iSeina daugiklis, praeidamas
ykiaurai® per trivialyjj.

Jis nagrinéjo Hopfo bifurkacijos normaline forma. Nestabili orbita, atsiradusi is Hop-
fo bifurkacijos, turi du Floke daugiklius: trivialyjj ir nestabilyjj, kuris yra didesnis
uz vienetg. Parinkus specialia valdymo matricos formg ir didinant valdymo stiprij,
nestabilus daugiklis praeina ,kiaurai“ trivialyji ir patenka j apskritimo vidy. Jei
ziuréti globaly vaizda fazinéje erdvéje, tai valdymo narys indukuoja papildoma sta-
bilig periodine orbita, kuri, didinant valdymo stiprj, susiduria su musy nagrinéjama
NPO (tai atitinka vieta, kai trivialus daugiklis buna issigimes), ir, jvykus transkri-
zinei bifurkacijai, delsos indukuota orbita tampa nestabili, o nagrinéjama orbita —
stabili. Tipinis Floke daugikliy judéjimas nagrinéjamai orbitai yra pavaizduotas [2.6]
pav. (a).

Fiedler’io stabilizacijos mechanizmas gana universalus: sékminga stabilizacija
buvo pasiekta Lorenz’o sistemoje, kai NPO yra arti Hopfo bifurkacijos [71], taip
pat lazerio eksperimentuose [72] bei besisukanc¢iose bangose netoli balno-mazgo bi-
furkacijos [73]. Visi sie pavyzdziai demonstruoja sékminga stabilizacija, kai NPO
yra netoli bifurkacijos. Nors nelyginio skaic¢iaus ribojimas autonominéms sistemoms
formaliai buvo paneigtas, taciau néra praktinio algoritmo valdymo matricos konstra-
vimui, kai sistema yra toli nuo bifurkacijos tasko. Cia mes aprasysime kaip uzpildyti
sia spraga [A4]. Neseniai Hooton ir Amann jrodé patikslinta Nakajima’os teoremos
versija, galiojancia autonominéms sistemoms [74]. Kad ja suformuluotume, grizkime
prie praeito skirsnio rezultaty. Jei sistemoje pasirinktume delsos laika artima
bet nelygy NPO periodui, tai sistemoje atsiras delsos indukuota periodiné orbita, ar-
tima NPO, su periodu ©, net tada jei valdymo matrica K parinkta netinkamai. Tai
yra delsos indukuota orbita bus nestabili, bet ji bus, ir turés savo perioda O(K, 7).

Taigi teorema sako, kad periodiné orbita x.(t + T') = x.(t) yra nestabilus sistemos
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(2.2)) sprendinys, jei galioja tokia nelygybé:

(—=1)™lim ————— < 0. (2.36)

Cia m yra laisvos sistemos NPO Floke daugikliy skai¢ius didesniy uz vienety. Kri-
terijus skiriasi nuo Nakajima’os versijos papildomu daugikliu 5 = lim, (7 —
T)/(t — ©). Tai reiskia, kad butina (bet ne pakankama) salyga UGRV stabilizuoti
NPO su nelyginiu m yra 8 < 0. Si salyga tiksliai numato transkrizinés bifurkacijos

vieta, kai yra pasiekiama sékminga NPO stabilizacija Fiedler'io pavyzdyje [70, [74].

Daugiklj 5 galime perrasyti pasinaudoje anksciau isvesta israiska del ©. Ka-
dangi mes nagrinéjame sistema ([2.2)), tai formuléje (2.31]) reikia imti R = 0. Taigi
gauname:

¢la koeficientai .
Oy = / pi(t); (1)t (2.38)
0

Koeficientas «a i$ yra tas pats, kuris suriSsa bazine FAF su valdomos sistemos
FAF. IS matyti, kad valdymo stipris turi buti pakankamai didelis, nes kai
K ~ 0, tai § ~ 1. Tuo momentu, kai § mazéja ir pereina nulj, o tampa begalinis.
Reiskia sistemos fazé tampa be galo jautri trikdziui. Ir tai yra visiskai logiska, nes
tuo momentu NPO susiduria su delsos indukuota stabilia orbita ir trivialus Flo-
ke daugiklis issigimsta. Taciau kai [ tampa neigiamas, tai nebutinai reiskia Floke
daugikliy judéjima kaip pav. (a). Gali vykti ir pav. (b) scenarijus, kai i3
apskritimo iseina Floke daugiklis, praeidamas ,kiaurai® trivialyjj. Praéjimo metu
taip pat bus 8 = 0, tik dabar delsos indukuota nestabili orbita susidurs su NPO, ir
po susidurimo abi orbitos liks nestabilios. Taigi kitame skirsnyje mes jvesime papil-
domus kriterijus. Be to, jei koeficientus Cj; skai¢iuotume i$ apibrézimo (2.38)), tai
reikéty zinoti orbitos bazine FAF, kurig gauname stabilizave orbitg. O jei pasieké-
me stabilizacija, nebéra prasmeés skaiciuoti . Todél mes parodysime, kaip galima

kitaip surasti koeficientus Cj;.
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2.5 Apeinant nelyginio skaiciaus topologinj ribo-
jima: valdymo matricos konstravimo algorit-

mas

Cia mes pateiksime praktinj algoritma valdymo matricai konstruoti, kai nag-
rin¢jamoji NPO turi viena m = 1 realyjj Floke daugiklj didesnj uz vieneta. Bet
kokia valdymo matrica gali buti perradyta taip: K = <K, kur s yra skaliarinis val-
dymo stipris ir K yra matrica, kuria vadinsime valdymo forma, ji turi bent viena
elementg lygu —1 arba 1 ir kitus elementus i$ intervalo [—1,1]. Mes galime paten-

kinti Hooton’o ir Amann’o buting salyga f < 0 bet kuriai uzduotai matricai K, jei

pasirinksime valdymo stiprj

~ -1
k>kK = — (ZZ K@C@‘) ) (2.39)

Taciau si salyga néra pakankama sekmingai stabilizacijai. Neprarandant bendrumo,
mes tariame, kad slenkstiné verté x* yra teigiama, nes ta galima pasiekti teisingai
parinkus matricos K Zenkla. Mes gausime papildomas salygas del K, panaudodami
sarysj tarp Floke eksponenciy sistemos valdomos UGR ir sistemos, valdomos propor-
ciniu griztamuoju rysiu (PGR) [75]. Panagrinékime PGR valdyma, kurj gauname i3
lygties (2.2)), kai narj su delsa x(t — 7) pakei¢iame nariu x.(t) ir perraSome valdymo
matricg K = ¢gK:

(1) = £ (x(8)) + gR[x.(t) — x(1)]. (2.40)

Skaliarinis dydis g yra realusis skaicius, kuris parodo PGR valdomos sistemos grizta-
mojo rysio stipri. Periodinés orbitos stabilumo problema, kai valdymui naudojamas
PGR, yra santykinai lengvesné. Mazas nukrypimas 0x(t) = x(t) — x.(t) nuo pe-
riodinés orbitos gali buti isskleistas Floke modomis 0x(t) = exp(At)u(t), kur A yra
Floke eksponente, o T-periodiné Floke moda tenkina lygtj:

a(t) + Au(t) = [DFf (x.(t)) — gK| u(t). (2.41)

Si lygtis apibrézia n Floke eksponenciy Aj, j = 1,...,n (arba Floke daugilkiy
exp(A;T)). Floke uzdavinys UGRV sistemai (2.2]) yra esmingai sudétingesnis, ka-
dangi lygtis turi be galo daug Floke eksponenciy. Pazymékime periodinés orbitos,
valdomos UGR Floke eksponentes A ir atitinkamus Floke daugiklius p = exp(AT).
Floke mody uzdavinys UGRV sistemai sutapty su PGR valdomos sistemos uzda-
viniu, jei lygtyje pakeistume parametrus: A — X\ ir ¢ — k[l — exp(—=AT)].
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Tariant, kad Floke Daugiklis exp(AT') yra realusis, gauname tokia parametrine pri-
klausomybe:
A=Ag), w=g[l—exp(=A(g)T)] ", (2.42)

kuri leidzia rekonstruoti priklausomybe A = A(k) kai kurioms Floke eksponenéiy
sakoms UGRV sistemoje, naudojant priklausomybe A = A(g), gauta i PGR valdo-
mos sistemos. Priklausomybé A = A(g) yra gaunama sprendziant Floke uzdavinj
. Nors lygtys galioja tik realiesiems Floke daugikliams, is véliau pateikty

pavyzdziy matyti, kad butent Sios Sakos nulemia UGRV sistemos stabiluma.

Kad pademonstruotume lygciy (2.42)) naudinguma, mes iskart pasitelksime konk-

reCia sistema, Siuo atveju Lorenz’o sistema, aprasoma lygtimis [76]:

iu(t) = 10[a(t) — 2 (1), (2.43a)
B3(t) = @1(t)wa(t) — 8/3w5(t). (2.43c)

Mes fiksuojame standartines parametry reiksmes, kurios duoda klasikinj chaoti-
nj Lorenz’o atraktoriy, ir nagrinéjame simetrinés periodo-1 NPO stabilizacijg. Sios
NPO periodas yra T" ~ 1.559 ir vienas nestabilus Floke daugiklis lygus pu ~ 4.713.
2.7| pav. mes pavaizdavome tris tipines Floke eksponenciy A = A(g) priklauso-
mybes nuo valdymo stiprio PGR valdomoje sistemoje (kairysis stulpelis) ir ta patj
A = A(k) UGRV sistemoje (deSinysis stulpelis) prie skirtingy valdymo matricos for-
my K. Priklausomybeé A = A(g) PRG valdomoje sistemoje ivesta i3 lygties.
Mes pavaizdavome tik dvi Floke eksponenciy sakas: viena iSeina i$ nestabilios Floke
eksponentés (raudona bruksniné linija), kita i$ trivialios Floke eksponentés (mely-
na iStisiné linija, kertanti koordinaciy pradzia). Saka, atitinkanti trecia neigiama
Floke eksponente, nejtakoja stabilumo UGRV sistemoje. Priklausomybé A = A(k)
UGRYV sistemai yra rasta i3 transformacijos (2.42). Mes matome, kad (a)-(b) atveju
gauname sekmingg stabilizacija PGR valdomoje sistemoje, bet nesékminga UGRV
sistemoje. Atvejai (c)—(d) vélgi yra nesékmingi UGRV sistemoje: ¢ia dvi realiosios
eksponentes susiduria ir atsiranda kompleksiskai jungtiné esponenciy pora su tei-
giama realiaja dalimi, kuri auga didinant . Galiausiai (e)—(f) atvejis potencialiai
sekmingas URGV sistemai: ¢ia Saka i nestabilios eksponentés (kuri atsiranda i3
dvieju Ssaky PGR valdomoje sistemoje) monotoniskai mazéja didinant  ir tampa

neigiama kai kK > k*.

Dabar mes parodysime, kad slenkstiné verté x* rasta is Floke eksponetés PRG
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2.7 pav.: Trys tipiniai scenarijai Lorenz’o sistemos Floke eksponencéiy priklausomy-
bés nuo valdymo stiprio PGR valdomoje sistemoje (kairysis stulpelis) ir URGV sis-
temoje (desinysis stulpelis) prie skirtingy matricy K: (a) ir (b) [0,0,0;0,1,0;0,0, 0];
(c) ir (d) [0,0,0;—1,0,0.3;0,0,0]; (e) ir (f) [0,0,0;—1,0,0.5;0,0,0]. (a), (c) ir (e)
grafikuose meélyna istisiné ir raudona bruksniné kreivés yra triviali ir nestabili eks-
ponetés (abi yra realiosios) PRG valdomoje sistemoje. (b), (d) ir (f) grafikuose ati-
tinkamos kreives vaizduoja eksponenciy vertes UGRV sistemoje. x* yra slenkstinis
valdymo stipris, rekonstruotas is trivialios Sakos segmento PRG valdomoje sistemo-
je prie g artimo nuliui. Zalia taskiné kreive (c) ir (e) grafikuose vaizduoja Floke
eksponenciy kompleksiskai jungtinés poros realigsias dalis, kurios negali buti trans-
formuotos | UGRV sistema naudojant lygtis. Zalia taskiné kreivé (d) grafike
vaizduoja realiaja dalj kompeksiskai jungtinés Floke ekponenciy poros atsiradusios
is dviejy realiyju eksponenciy susidurimo UGRV sistemoje; kreivé suskaic¢iuota nau-

dojant DDE-BIFTOOL [77].

valdomoje sistemoje, naudojant transformacija , atitinka apibrézima
iSvesta i Hooton’o ir Amann’o kriterijaus. Reiksmes A(k) su & artimu slenkstinei
vertei £* skaic¢iuojamos is trivialios Floke eksponenciy Sakos Ag(g) PGR valdomoje
sistemoje su ¢g artimu nuliui. Kad gautume israiska dél x*, mes isskleisime trivialios

sakos priklausomybe Ay(g) Teiloro eilute nulinio tasko aplinkoje

Ao(9)T = ag + bg® + O(g?). (2.44)

Pastaraja iSraiska jrase i (2.42) ir paéme ribg ¢ — 0, mes gauname x* = a~'.
[Sraiska dél koeficiento a galima iSvesti is lygties (2.41)), naudojant perturbacijos

teorija. Trivialia moda perraSom taip: u(t) = ug(t) + guy(t) + O(g?). Irase Sig ir
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(2.44]) israiskas j (2.41)), mes gauname lygtj dél nulinio nario ug(t) = Df (x.(t)) ug(t).

Sios lygties sprendinys yra ug(t) = %.(t). Toliau dél pirmojo nario mes gauname:
() = Df (x.(t)) uy (t) — (K + Ia/T) x.(1), (2.45)

¢ia I yra vienetiné matrica. Dauginant lygti (2.45) i8 kairés pusés i§ p? (¢) ir su-
muojant jg su jungtine lygtimi (2.24al), kuri turi buti padauginta i§ desinés pusés i3

u; (t), mes gauname:

d

2 (PTOw(0) = —p" () (K +1a/T) %.(t). (2.46)

Galiausiai mes integruojame Sig lygtj per periodg T ir gauname tokia israiska: a =
— [T pT (K%, (t)dt. 15 &a isplaukia, kad o' reik§mé sutampa su slenkstine verte
k*, apibrézta (2.39) lygybe.

Sarysis tarp koeficiento @ ir matricos K

duoda alternatyvy buda paskaiciuoti koeficientams Cj;. Konkretus Cj; koeficien-
tas gali buti rastas pacmus matrica K su visais nuliais, iSskyrus K;; = 1. Tada
skaitmeniskai skai¢iuojamas Ag(g) prie mazy ¢ ir randamas a. IS rastos reikSmes

skai¢iuojamas mus dominantis koeficientas C;; = —a.

Be Hooton’o ir Amann’o kriterijaus ([2.39)) patenkinimo, sekmingai stabilizacijai
reikia, kad iSvestiné d\/dk taske k = k* buty neigiama (7r. pav. (f)). Irase
(2.44) i (2.42) mes gauname:

d\ . dAo/dg 2a
= lim =

di| .. 90 dr/dg — T(1—2b/a?)

< 0. (2.48)

Parametras a yra teigiamas, nes k* yra teigiamas. Tada pastaroji nelygybé supap-
rastéja iki tokios:
1—2b/a* < 0. (2.49)

Pritaike (2.41]) lygéiai perturbacijos teorijg iki antrojo nario, gauname tokia israiska
del b:

a T

T Jo

T

o7 (Hywy () dt — /0 pT (1 Kuy (1)dt. (2.50)

b:

Tai leidZia mums gauti sarysj tarp koeficiento b ir matricos K kvadratinéje formoje

b= Zz’jkl KijKuDiju, (2.51)
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per koeficientus Dy, kuriems galioja simetrija D;ji = Dyyj. Koeficientai D;ji gali
buti rasti panasiai kaip ir koeficientai C;;. Reikia imti specifines matricas K ir, prie
mazy g, skaitmeniskai rasti b is trivialios Floke eksponenciy Sakos Ag(g).

Zinant koeficientus Cij iv Dijp, galima paskaiciuoti skleidimo parametrus a ir b
bet kokiai uzduotai matricai K. To pasekoje mes lengvai patikriname salyga
ir randame slenkstinj valdymo stiprj x*.

Apibendrinkime musy algoritma tokiais zingsniais: (i) pasirinkti kuo papras-
tesne matricos K strukturg, kuri duoda nestabilios Floke eksponentés ir trivialios
eksponetés susidurima PGR valdomoje sistemoje (kaip pav. (c) arba (e)); (ii)
wzduotai matricos K strukturai surasti aktualius koeficientus Cij ir Dyjx; (iil) turint
matricos struktiurg pasirinkti konkrecig matricg K, kuri patenkina salyga ;
(iv) suskai¢iuoti £* ir patenkinti salyga (2.39).

Pazymeétina, kad musy algoritmas nagrinéja tik pacias svarbiausias Floke ekspo-
nenciy Sakas ir pilnai negarantuoja orbitos stabilizacijos. Pats stabilizacijos faktas
turi buti papildomai tikrinamas skaitmeniskai. Vis délto algoritmas duoda paprasta
praktinj buda pasirinkti tinkamg valdymo matrica ir gerai veikia tipinéms chaoti-

neéms sistemoms.

2.5.1 Pavyzdziai: Lorenz,o ir Chua sistemos

Pradzioje mes aptarsime musy algoritmo taikyma Lorenz’o sistemai . Va-
dovaudamiesi ,,sveiku protu® pradzioje mes pasirinkome diagonalia matricos K struk-
turg. Taciau tokia matrica nepatenkina pirmosios algoritmo dalies (Floke ekspo-
nentés nesusiduria PGR valdomoje sistemoje). Diagonalios matricos netinkamumas
UGRV sistemai turbut paaiskina, kodél Lorenz’o sistemoje sekminga stabilizaci-
ja nebuvo pasiekta iki Siol. Mes pastebéjome, kad musy algoritmo pirmaja dalj
galima patenkinti su jvairiomis nediagonaliomis matricomis K. Cia mes parody-
sim rezultatus su matrica K, kuri turi tik du nenulinius elementus Ky = —1
ir —1 < Ky < 1. Atitinkami koeficientai tokiai matricai yra: Coy ~ 1.286,
Cys ~ 1.5 x 1073, Dgjg; & 0.163, Dazoz = 3.792 it Dyjoz = Dasgy ~ 9.7 x 1078,
Nelygybé duoda tokj reikalavima |Ks3) > 0.418. Mes pasirinkome K3 = 0.5
ir suskai¢iavome slenkstine verte k* ~ 0.78. Kaip matyti is pav., Sie paramet-
rai duoda sékminga valdyma. Grafike (a) ir (b) mes palyginome Floke daugiklius
UGRV sistemoje gautus iS PRG valdomos sistemos bei gautus tiesiogiai i UGRV
sistemos naudojant skaitmeninj paketa DDE-BIFTOOL [77]. Musy nuostabai lygtis
leidzia rasti ne tik stabilaus intervalo pradzia x*, bet ir intervalo pabaiga, nes

Floke daugikliy saka (pazyméta ,pliuso“ Zenklais) nulemianti stabilumo praradima



2.5 Apeinant nelyginio skaiciaus topologinj ribojima: valdymo matricos
konstravimo algoritmas 63

(d) 0 20 40 60 80 100 120 140 160

(e) 0 20 40 60 80 100 120 140 160
t

2.8 pav.: Periodo-1 orbitos stabilizacija Lorenz’o sistemoje su matrica K =
[0,0,0;—1,0,0.5;0,0,0]. (a) — Floke daugikliy priklausomybé nuo valdymo stip-
rio g PGR valdomoje sistemoje. Mélyni kryziai ir raudonos zvaigzdés yra triviali ir
nestabili sakos (jos yra realiosios vertés). Zali tagkai vaizduoja realiaja dalji komplek-
siskai jungtinés Floke daugikliy poros. Juodi ,pliuso® zenklai vaizduoja nauja rea-
liaja Floke daugikliy saka, atsiradusia is kompleksiskai jungtinés poros. (b) — Floke
daugikliy absoliucios vertés priklausomybé nuo valdymo stiprio x UGRV sistemo-
je. Istisinés kreivés gautos naudojant paketg DDE-BIFTOOL, tuo tarpu simboliai
rekonstruoti i§ grafiko (a) naudojant lygtis. Abi Sakos (viena pavaizduota
zvaigzdémis ir kryziais, o kita ,pliuso“ Zenklais), kurios apsprendzia URGV siste-
mos stabilumo intervala x € [0.78,1.06], rekonstruotos i§ PGR valdomos sistemos.
(c) — periodiniy orbity projekcija i (x1, z2) plokstuma. Mélyna bruksniné ir raudona
taskiné-bruksniné linijos vaizduoja stabilia delsos indukuota orbitg prie x = 0.63
pries transkrizine bifurkacija (k* ~ 0.78) ir nestabilia delsos indukuota orbita prie
k = 1.05 po bifurkacijos. Nagrinéjama NPO pavaizduota juoda istisine linija. (d) ir
(e) kintamojo xo(t) ir skirtumo Awy(t) = x9(t) — zo(t — 7) dinamika prie k = 0.865
esant filtro parametrams 7, = 0.5 ir ¢ = 2.

taip pat rekonstruota is PGR valdomos sistemos. NPO stabilizacija prie k* ateina
per transkrizine bifurkacija, kaip ir Fiedler’io pavyzdyje [70]. Delsos indukuota pe-
riodiné orbita bifurkacijos tasko aplinkoje yra pavaizduota (c) grafike. Galiausiai

grafikai (d) ir (e) vaizduoja valdomos sistemos dinamika integruojant lygtis (2.2)),
(2.43)) ir papildoma filtro lygti w = {|x1(t) — x1(t — 7)| —w(t)} /7. Filtro lygtis
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reikalinga, kad sumazintume artéjimo prie orbitos laika [78]. Filtro kintamasis w
yra stebimas, ir valdymas sistemoje jjungiamas tik tuomet kai w tampa pakankamai

mazas w(t) < e, tai reiskia, kad sistema yra priartéjusi prie ribinio ciklo.
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2.9 pav.: NPO stabilizacija Chua sistemoje su K = [0,0,0;0,0,0;1,0,0.3]. (a) —
chaotinio atraktoriaus (mélyna istisiné kreive) ir NPO (raudona bruksnine kreive)
projekcijos i (z1, x2) plokstuma. (b) ir (¢) — dinamika kintamojo z3(t) ir UGRV jégos
trecios komponentés F3(t) = k {f(gl[xl(t —7) — a1 (t)] + Kas[as(t —7) — xg(t)]}
Valdymas yra jjungiamas prie ¢ = 200 su k = 1.2.

Kad pademonstruotume musy algoritmo universaluma, mes pateiksime kita pa-

vyzdj, Chua sistema [79] apibréziama lygtimis:

a1(t) = 9(x2(t) — o(a1(2))), (2.52a)
Ba(t) = @1(t) — 2a2(t) + 23(1), (2.52b)
ds(t) = —100/Tza(t), (2.52¢)

ia ¢(x1) = 21 — 5 (Jw1 + 1] — [#1 — 1]). Chaotinés trajektorijos projekcija i (21, 22)
plokstuma ir nagrinéjamoji NPO yra parodytos pav. (a). Cia NPO yra uz
keistojo atraktoriaus riby; jos periodas T' ~ 2.483 ir vienas nestabilusis Floke dau-
giklis lygus 1 &~ 2.325. Mes pasirinkome nediagonaliag matricos K konfiguracija su
dviem nenuliniais elementais K3; = 1 ir —1 < K33 < 1. Atitinkami koeficientai yra
O3 = —2.02, C33 = 3.01, D3131 =~ 2.46, D3333 ~ 1.85, ir D3133 = D3331 ~ —2.21.
Prie K33 = 0.3 nelygybe yra patenkinta. Tuomet slenkstinis valdymo stipris
yra k* ~ 0.89. Sékminga NPO stabilizacija yra pavaizduota grafikuose (b) ir (c)

esant Kk = 1.2.



3 skyrius: NEURONU OSCILIACIJU VAL-

DYMAS AUKSTADAZNE STIMULIACIJA

Siame skyriuje mes nagrinésime, kaip zemo daznio sistema, veikiama auksto daz-
nio iSorine jéga, kei¢ia savo elgesj. Cia Zodziai ,Zemas“ ir ,aukstas“ vartojami ta
prasme, kad sistemos vidinés dinamikos charakteringi laikai yra zymiai ilgesni uz iSo-
rinés jégos perioda. Mokslas, nagrinéjantis tokius uzdavinius, vadinamas vibracine
mechanika, nes butent mechaninése sistemose atsirado poreikis spresti tokio pobu-
dzio uzdavinius. Nors ¢ia sistema taip pat yra perturbuojama, fazinés redukcijos
metodas, aptartas ankstesniuose skyriuose, néra tinkamas matematinis instrumen-
tas Siam uzdaviniui spresti. Nes ¢ia perturbacija néra maza, mazas yra perturbacijos
periodas lyginant su charakteringais sistemos laikais. Todél ¢ia mes naudosime taip
vadinama vidurkinimo metoda, kurj apzvelgsime [3.1] skirsnyje.

Toliau visas skyrius bus orientuotas i neurono osciliacijy nuslopinimo paaiski-
nimg, veikiant neurong auksto daznio signalu. Tokio uzdavinio poreikis kyla i$
konkretaus eksperimentinio fakto, kad Parkinsono liga sergantiems zZmonéms, sti-
muliuojant tam tikra smegenuy sritj (manoma, kad ta sritis ir yra atsakinga uz ne-
valinga kuno drebéjima) auksto daznio (AD) elektriniu signalu, dingsta nevalingas
kuno drebéjimas. Pirmasis §j reiskinj pastebéjo Benabid’as [80)], kuris nustate, koks
daznio intervalas ir kokia amplitudé turi buti, norint panaikinti nevalingus judesius.
Pati procedura yra vadinama gilumine smegeny stimuliacija (GSS) ir atliekama chi-
rurginiu budu implantuojant elektroda j smegenis ir leidziant juo auksto daznio
elektros srove. Nors nuo atradimo pra¢jo apie 20 mety, iki siol neurono nuslopinimo
mechanizmas néra visiskai aiskus ir esminiy patobulinimy nepadaryta. GSS AD
signalu turi ir Salutiniy poveikiy, pavyzdziui, ilgainiui stimuliuojant neuronus, jie
,pripranta“ prie stimuliavimo, ir tenka didinti srovés stiprj, kad pacientams veél is-
nykty nevalingi judesiai. O tai savo ruostu didina rizika, kad neuronai bus suardyti
negriztamai.

Matematiskai neurong apraso autonominés paprastosios diferencialinés lygtys su

stabiliu ribiniu ciklu. ISoriné stimuliacija ateina kaip papildomas narys prie vienos is
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lygciy, tuo paciu lygciy sistema tampa neautonominé. Taciau pritaikius vidurkinimo
procedura, lygéiy sistema vél tampa autonominé, ir ji apraso ne momentine dydziy
dinamika, o dydziy dinamika, suvidurkintg per auksto daznio periodg. Suvidurkinty

lygciy autonomiskumas leidzia jas tirti klasikiniais netiesinés dinamikos metodais.

3.1 Vidurkinimo metodas

Vidurkinimo metodas yra asimptotinis diferencialinés lygties sprendimo meto-
das. Pats metodas buvo suformuluotas Bogoliubovo, Krylovo ir Metropolskio dar-
buose ir apibendrintas ju monografijuose [81), [82]. Taciau as naudosiu labiau fizi-
kams tinkamg formuluote, kuri pateikta http://www.scholarpedia.org/article/

Averaging straipsnyje. Tarkime turime PDL sistema:
x(t) = ef (x(t),t,¢) . (3.1)

¢ia funkcija f(x, ¢, €) periodiskai priklauso nuo ¢, t.y. f(x,t+7T,¢) = f(x,t,¢). Para-
metras € yra mazas dydis. Tarkime, mus domina lygties sprendinys su pradine
salyga x(0) = xg. Jei ieSkotume nulinés eilés tikslumo sprendinio, naudodami re-
guliariaja trikdziy teorija, tai lygtyje imtume ¢ = 0. Toks rezultatas buty
geras t € [0, L] laiko mastelyje (¢ia L yra vieneto eilés dydis). Tac¢iau jei mus domi-
na sprendinys t ~ 1/e laiko mastelyje, galime suvidurkinti per funkcijos f perioda.

Iveskime suvidurkinto vektorinio lauko pazyméjima:

f(x) = ;/()T f(x,s,0)ds. (3.2)

Tuomet suvidurkintos diferencialinés lygties
#(t) = ef (z(t)) (3.3)

sprendinys z(t) su ta pacia pradine salyga z(0) = xq skirsis nuo originalios lygties
sprendinio x(t) per ¢ eilés dydj net tada, kai nagrinéjami t ~ 1 /e laikai. Kitaip
tariant, jei ¢ pakankamai mazas, tai visada atsiras konstanta C' nepriklausanti nuo
e, kad galioty nelygybé:

| 2(t) —x(t) ||< C, (3.4)

kai laikas t € [0,1/¢]. Galima uzrasyti x(t) = z(t) + O(e), kai t yra 1/¢ eilés.
pav. yra skaitmeniskai pademonstruotas vidurkinimo metodo galiojimas.

Vidurkinimo metodas naudingas analitiniams skai¢iavimams, nes iS neautono-
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3.1 pav.: Vidurkinimo metodo skaitmeniné¢ iliustracija. Mélyna kreivé yra diferen-
cialinés lygties & = ¢ [z(1 — x) + sin(¢)] sprendinys su pradine salyga z(0) = 2, o
raudona kreive yra Z = e [z(1 — 2)] lygties sprendinys su ta pacia pradine salyga.
Parametras € = 0.05.

mines lygties gauname autonomine lygtj , kuri apraso ne paties dydzio
dinamika, bet dydzio dinamika suvidurkinta per perioda 7. Pavyzdziui, mes nau-
dojome suvidurkinima, kai peréjome nuo lygties prie ((1.78)).

Dabar mes pademonstruosime vidurkinimo metodo taikyma klasikiniam kvanti-
nés mechanikos uzdaviniui. Tarkime, turime atoma su dviem lygmenimis (pagrindi-
neé ir suzadinta busenos, aukstesnes busenos nenagrinéjamos), kuris yra apsvie¢iamas
plokséia monochromatine elektromagnetine banga. Fotony energija hwy yra artima
energijy skirtumui tarp dvieju lygmeny hwg. Atomo busena laikui bégant svyruos
tarp dviejy tikriniy atomo buseny 1, ir 15, ir pilna busena uzrasoma kaip tikriniy
buseny superpozicija V(t) = c;(t)y + ca(t)1)2, kur koeficientus ¢ ir ¢, apraso tokia

lygéiy sistema:

G(t) = —Q*ZZ[eXp(ith)+exp(—ith)] exp(—iwot)ca(t), (3.5a)
é(t) = Q:}z[exp(ith)—|—exp(—ith)]exp(iwot)cl(t). (3.5b)

Cia Q yra taip vadinamas Rabi daznis. Jis proporcingas $viesos intensyvumui ir
issireiskia kaip skaliariné sandauga elektromagnetinés bangos elektrinio lauko amp-
litudés ir dipolinio momento operatoriaus matricinio elemento padalinta is dviejy
mazyju Planko konstanty, t.y. Q = Eodi2/(2h). Kodél Q turi daznio prasme, pa-
matysime issprende lygti. Lygties (3.5)) analiziskai iSspresti nepavyksta, todél
¢ia mes pasinaudosime vidurkinimo metodu. Pradzioje jvesime dazniy isderinimag

A = (wr, —wp)/2. Iveskime dabar naujus kintamuosius, tam kad lygtis nuo laiko
priklausyty periodiskai ir jgautu (3.1) pavidala (nes (3.5)) lygtyje yra du skirtingi
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periodai suristi su wy, ir wy):

bi(t) = ci(t)exp(iAt), (3.6a)
ba(t) = cot) exp(iAt). (3.6b)

Atkreipkime démesj, kad mus dominantis dydis |c; |?, parodantis tikimybe rasti ato-

mg pirmojoje biisenoje, sutampa su |b;|?. Taigi naujuose kintamuosiuose gauname

lygciy sistema:

Wo

bi(t) = iAb(t) — Qm[l + exp(2i(wo + 2A)1)|b5(t), (3.7a)
bo(t) = iAby(t) + Qwiﬁ[l + exp(2i(wo + 2A)8)]b (1), (3.7b)

Mes tariame, kad A ir €2 yra mazi dydziai, todél galime taikyti vidurkinimo metoda.
Pagal (3.2)) ir (3.3) suvidurkintus b koeficientus (mes juos Zymeésime taip pat kaip ir

nevidurkintus) aprasys lygciu sistema:

bi(t) = iAb(t) — Qby(t), (3.8a)
bo(t) = iAby(t) + QbI(L). (3.8b)

Pastaraja lygciy sistema spresime su pradinémis salygomis b;(0) = 1 ir b3(0) = 0.

Jei paskaic¢iuosime antraja iSvestineg, tai gausime lygti:
bi(t) = — (A% + [QP)by(t). (3.9)

(3.9) patogi tuo, kad koeficiento by realiajai ir menamajai daliai lygtys atskiriamos
ir lengvai iSsprendziamos. Pradinés salygos R[b1(0)] = 1 ir $[b1(0)] = 0, o i$ ((3.8al)
gauname pradines salygas dél pirmy iSvestiniy §R[b1(0)] =0ir %[bl(())] = A. Taigi

galutinai randame tikimybés priklausomybe nuo laiko:

) A? + [Q)? cos?(\/AZ + |Q|2t)
b ()" = AT TP , (3.10a)

by Q2|2 sin? (/A2 + ]Q]Qt)‘ (3.100)

A2+ ‘Ql?

Gauti rezultatai sutampa su [83] pateiktais rezultatais, tik ten yra naudojamas be-
sisukancios bangos aproksimacijos metodas. Dydis y/A? + |2|? vadinamas apibend-
rintuoju Rabi dazniu. Jei iSderinimo néra (A = 0), tai atomas periodiskai pereina

i pirmosios busenos j antraja, ir peréjimo daznis yra |{2|.
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3.2 Neurono stimuliacija — bendrasis aprasymas

Cia mes pateiksime bendras lygtis, aprasancias neurong, stimuliuojama auksto
daznio periodiniu signalu. Mes naudosime vidurkinimo metoda, kad gautume au-
tonomines lygtis, kurios aprasys neurono dinamika, suvidurkintg per auksto daznio
perioda [AB].

Taigi panagrinékime bendras lygtis, aprasancias neurong, stimuliuojamg AD sig-

nalu:

Cnv = F(v,w)+ ap(wt), (3.11a)
w = G(v,w). (3.11b)

Cia C,, yra neurono membranos talpa, o v yra membranos potencialas. Funkcija
F apraso sumg sroviy, tekanciy per joninius kanalus. ap(wt) yra AD srove, kur a
yra amplitudé, o w yra ciklinis daznis. Mes nagrinésime bendraji atveji, kai ¢(wt)
yra bet kokia 27 periodiné funkcija ¢(wt + 27) = ¢(wt) (nebutinai harmoninis
signalas) su amplitude lygia vienetui. Kad stimuliacijai galioty kruvio balansas,
mes reikalaujame [ p(wt)dt = 0, kur T = 27/w yra AD stimuliacijos periodas.
Funkcija G apraso joniniy kanaly dinamiks. Vektorinio kintamojo w dimensija n,

o funkcijos F' ir G priklauso nuo konkretaus neurono modelio.

Musy tikslas yra supaprastinti neautonomine sistema prie dideliy dazniy
w, kai AD periodas T' = 27 /w yra zymiai mazesnis negu charakteringas neurono
dinamikos laiko mastelis T{), kai néra stimuliacijos. Pasinaudojus mazu parametru
w127 /Ty < 1, mes siekiame iSeliminuoti AD narj ap(wt) ir gauti autonoming sis-
tema, kurios sprendinys aproksimuoja originalig sistemg. PradZioje mes atliksime

kintamujy pakeitima:

V() = o(t) — Ap(wt), (3.12a)
W) = w(t) (3.12b)
A=a/(Cpw) (3.13)

ir ¥(s) = [ ¢(s)ds. Patogumo délei mes pasirinksime integravimo konstanta tokia,

kad [ (s)ds = 0. Trase (3.12) i (B.11), naujiems kintamiesiems V (t) ir W (t) mes
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gauname Sias lygtis:

CnV = F(V 4 A¢(wt), W), (3.14a)
W = G(V + Ap(wt), W). (3.14D)

Pakeitus laiko mastelj ir jvedus , greitaji“ laika 7 = t/w (Cia 7 yra ,greitasis® lai-
kas) sistema ((3.14)) transformuojasi i standartine forma (2.1)), kuriai galima taikyti

vidurkinima:

WA= W AU W), (3.150)
AW »
— = w GV +AY(T), W). (3.15b)

Dabar w™! atitinka maza parametra, todél galime taikyti vidurkinimg. PaZzymékime

suvidurkintus kintamuosius (v, w). Jie tenkina lygtis:

C’mjf_ = w H{F(v+ AY(1), W), (3.16a)
C(l;: = w H{G(v+ AY(T), W) . (3.16b)

Cia kampiniai skliaustai Zymi vidurkinimg per ,greitaji“ laika, t.y. {((---)), =
(1/27) &7 (- -+ )dr. Suvidurkinta sistema aproksimuoja sistemos spren-
dinj tikslumu iki O(w™), ty. V=0+0w™") ir W = w+ O(w™?). Sugrizus
prie originalaus laiko, suvidurkinta sistema jigauna tokia forma (taskas reiskia
diferencijavima pagal originaly laika t):

Cnv(t) = (F(0(t) + Ap(r), W(t))), , (3.17a)
w(t) = (G(u(t) + Av(r), w(t))), . (3.17b)

Galiausiai originalios neautonominés sistemos ([3.11)) sprendinys gali buti iSreikstas
per suvidurkintos (autonominés) sistemos ((3.17)) sprendinj Siuo budu:

v(t) = (t) + AY(wt) + O(w™), (3.18a)
w(t) = w(t)+O0w™). (3.18b)

Kintamuyju pakeitimas (3.12)) ir po to atliktas vidurkinimas leidzia mums atskirti
létaji ir greitaji judéjimus ir gauti sprendinj kaip ty judéjimy superpozicija. Nariai
v(t) ir w(t) lygtyje (3.18) apraso létaji judéjima ir tenkina suvidurkintas lygtis (3.17)),

tuo tarpu narys At(wt) apraso membranos potencialo AD osciliacijas.
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Pazymeétina, kad suvidurkintos lygtys priklauso tik nuo parametro A, kuris pro-
porcingas stimuliavimo signalo amplitudei a ir daznio w santykiui. Tai reiskia, kad
AD stimuliacijos efektas neuronui (tiksliau jo létam judéjimui) yra pilnai apibréztas
siuo santykiu. Pavyzdziui, AD stimuliacijos efektas bus tas pats, jei mes uzfiksuosi-
me amplitude a ir padvigubinsime daznj w, arba, jei uzfiksuosime daznj w ir dvigubai
sumazinsime amplitude a. Pazymétina, kad AD stimuliacijos efekto priklausomybé
nuo santykio a/w yra parodyta daugelyje laidumo blokavimo skaitmeniniy ekspe-
rimenty, pavyzdziui, [84] yra parodyta, kad prie dideliy w amplitudés slenkstiné
blokavimo verté tiesiskai priklauso nuo daznio.

Kad supaprastintume skaitmeninius skaic¢iavimus, mes atlikome pagrinding ana-
lize su harmoniniu AD signalu, kai ¢(wt) = cos(wt) ir ¢¥(7) = P(wt) = sin(wt).

Tolesniuose skirsniuose bus aptartas ir neharmoninis signalas.

3.3 Hodgkin-Huxley neurono modelis

Dabar mes pademonstruosime, kaip iSdéstyta bendra teorija veikia konkrec¢iam
neurono modeliui. Pirmiausia mes imsime klasikinj Hodgkin-Huxley (HH) neurono
modelj [29]. Pazymétina, kad izoliuotas HH neuronas neduoda periodiniy smailiy
(periodiniy virpesiy), todél mes pridésime nuolatine srove, norédami imituoti situ-
acija, atsirandancia realiuose eksperimentuose. Nors HH neurono charakteringi lai-
kai neatitinka sub-thalamic nucleus (STN) neurono, atsakingo uz nevalingo tremoro
atsiradima, ¢ia HH neuronas naudojamas tam, kad pavaizduotume mechanizmo vei-
kima ganétinai paprastam modeliui. STN neurono modelis bus iSanalizuotas kitame

skirsnyje. Taigi HH neurono modelio lygtys uzrasoma taip:

Cnt = —Ip —Ix — Ing + o + I1 cos(2m f1), (3.19a)
o= m(0)(1—m) — Bu(v)m, (3.19h)
h = an()(1 =h) = Br(v)h, (3.19¢)
o= an()(1—n)—Ba(v)n. (3.19d)

Cia C,,, = 1 puF/cm? yra membranos talpa, o v yra membranos potencialas matuo-

jamas mV. Nutekéjimo, Na™ ir K srovés yra apibréziamos Siomis lygtimis:

I, = gr(v—op), (3.20a)
Ix = ggn'(v—vg), (3.20b)
Ing = gnam’h(v — vng). (3.20c)



72 3. Neurony osciliacijy valdymas aukstadazne stimuliacija

Parametry vertés yra: (v, vk, vna) = (10.6,—12,115) mV, (91, 9k, gna)=(0.3, 36,
120) mS/cm?. Parametrai, apibréZiantys kanaly dinamika, m, h ir n matuojami

ms~ ! ir yra tokios membranos potencialo funkcijos:

ap(v) = (2.5—0.1v)/[exp(2.5 — 0.1v) — 1], (3.21a)
Bm(v) = 4exp(—v/18), (3.21b)
ap(v) = 0.07exp(—v/20), (3.21¢)
Br(v) = 1/lexp(3 —0.1v) + 1], (3.21d)
ap(v) = (0.1 =0.01v)/[exp(l —0.1v) — 1], (3.21e)
Bn(v) = 0.125exp(—v/80). (3.21f)

Modelio parametrai buvo rasti priderinant jo matematinj modelj prie eksperi-
mentiniy duomeny. Pats modelis apraso gigantiska kalmaro aksona. Cia taip pat
membranos potencialo skalé yra pastumta taip, kad rimties tasko potencialas (t. y.

rimties busena be iSoriniy sroviy Iy = I; = 0) yra lygus nuliui.

Mes prijungiame nuolatine srove Iy = 20 pA/cm?, kad destabilizuotume rim-
ties buseng ir sukeltume pastovias periodines osciliacijas. Potencialo dinamika be
stimuliacijos srovés (I3 = 0) yra parodyta pav. (a). Neuronas osciliuoja su pe-
riodu 7" ~ 11.57 ms arba charakteringu dazniu v = 1/T ~ 86.4 Hz. Kiti grafikai
pav. (b)—(d) rodo AD stimuliacijos jtaka dinamikai, kai stimuliacija yra harmo-
ninis signalas I cos(2m ft). Kai f > v, mes galime tikétis, kad rezultatai gauti is
originalaus HH modelio sutaps su rezultatais gautais i suvidurkintos sistemos. Cia
mes pacméme AD stimuliacijos daznj lygy f = 5 kHz. Kitame skirsnyje mes nagri-
nésime STN modelj, kurio charakteringas daznis be AD stimuliacijos yra v ~ 3 Hz,
o suvidurkintos sistemos dinamika sutampa su originalia esant zZymiai mazesniems
dazniams f negu HH neuronui. STN neurono modelis bus analizuojamas dazniy

intervale, kuris atitinka realius GSS eksperimentus.

Kaip matyti is [3.2| pav. (a)—(d), stimuliacijos intensyvumo didinimas I; nuo nu-
lio iki 400 pA/cm? sukelia drastiskus poky¢ius HH neurono dinamikoje. MaZoms
stimuliavimo amplitudéms, zemo daznio periodinés osciliacijos yra siek tiek modu-
linojamas AD osciliacijomis. Stimuliavimo amplitudés didinimas nulemia modulia-
cijos amplitudés didéjima. Kai stimuliavimo amplitudé pasiekia tam tikra slenkstj
I, ~ 379 pA/cm?, savosios osciliacijos dingsta. pav. (d) mes matome, kad,
kai I; = 400 pA/cm?, membranos potencialo dinamikoje lieka tik auksto daZnio

osciliacijos apie pastovig verte atitinkancig rimties buseng.

Savuyju osciliacijy nuslopinimo efektas ypac¢ gerai matyti i membranos potencialo
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3.2 pav.: AD stimuliacijos jtaka HH neurono dinamikai (a)—(d) ir spektrui (e)—(h).
Meélyna ir raudona kreivés vaizduoja originalios HH sistemos ir suvidurkinty
lygciy , sprendinius. Cia mes vaizduojame dinamikg i§ pradiniy salygy
(v,m,h,n) = (0,0,0,0). (a)ir (e) I; = 0; (b) ir (f) I; = 200 pA/cm?; (c) ir (g)
I, = 300 pA/ecm?; (d) ir (h) I; = 400 pA/cm?.

spektro, pavaizduoto [3.2| pav. (e)—(h). Kai stimuliacijos amplitudé virsija slenkstine
verte, zemo daznio spektro dalis, atitinkanti neurono savuosius impulsus, dingsta,

ir tiktai siaura 5 kHz linija lieka spektre.

Kad issiaiskintume savyjy osciliacijy nuslopinimo efekta, mes panaudojome lyg-
tis, iSvestas praeitame skirsnyje. Jei stimuliacijos periodas yra Zymiai mazesnis nei

charakteringi Hodgkin-Huxley neurono laikai, apytikslis (3.19) sistemos sprendinys

uzrasomas:

v(t) ~ o(t) + Asin(27 ft), (3.22a)
m(t) m(t), (3.22b)
h(t) h(t), (3.22¢)
n(t) ~ n(t), (3.22d)
cia I
= o fc, (3.23)

yra pagrindinis parametras apibréziantis AD stimuliacijos poveikj. Sis parametras

yra proporcingas amplitudés [; ir daznio f santykiui. Todél AD stimuliacijos efek-
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tas neurono dinamikai yra pilnai nusakytas siuo santykiu. IS lygciu (3.22) matyti,
kad AD ,vibraciné* komponenté yra pridedama tik prie vieno kintamojo — mem-
branos potencialo. Létai kintantys kintamieji, pazyméti bruksniu, apraso sistemos

dinamika, suvidurkintg per stimuliacijos perioda ir tenkina lygtis:

Cpv = —qi(v—v) — g (v — vg)
— gnaPh(0 — vng) + I, (3.24a)
m = (0, A1 —m)— Bn(v, A)m, (3.24b)
h = an(v, A1 —h) — Bu(v, A)h, (3.24c)
n o= an(v,A)(1—n)—Bu(v,A)n. (3.24d)

Formaliai Sios lygtys yra panaSios j originalias lygtis (3.19), bet dabar AD narys
yra iSeliminuotas i$ (3.19a]). Tadiau ¢a koeficientai ay, fx (X = m, h,n) priklauso
ne vien nuo membranos potencialo ¥, bet ir nuo stimuliacijos parametro A. Sie

koeficientai gaunami suvidurkinant originalius koeficientus:

1 2T
ax(v,A) = 2—/ ax (v + AsinT)dr, (3.25a)
7 Jo
— 1 2
Bx (v, A) = Py Bx(v+ AsinT)dr. (3.25Db)
7 Jo

Jei parametras A néra labai didelis, tai suvidurkinti koeficientai gali buti iSskleisti

Teiloro eilute:

ax(m,A) ~ ax(®)+ (1/4)A%% (), (3.26)
Bx(v,4) ~ Bx(0)+ (1/4)A%B%(0). (3.26b)

Jei naudotume vibracinés mechanikos terminus, tai nariai, kuriuose atsirado para-
metras A (paskutiniai nariai lygtyse ) vadintysi ,vibraciné jéga“. Dvigubas
bruksnys zZymi antrosios eilés funkcijos iSvestine. Vibraciné jéga yra atsakinga uz
léto judéjimo neurono dinamikoje pakitimg, indukuota dél AD stimuliacijos. Suvi-
durkinty lygciy sprendiniai, pavaizduoti [3.2| pav. raudona kreive, gerai sutampa su
originalios sistemos sprendiniais (mélyna kreive).

Nors|3.2| pav. (a)—(d) ir (e)-(h) rodo AD stimuliacijos efekta prie fiksuoto daznio
f ir, didinant amplitude [;, suvidurkintos lygtys parodo kaip Sis efektas priklauso
nuo daznio f. Prisiminkime, kad suvidurkinta dinamika pilnai apibrézta parametru
A, kuris proporcingas santykiui I;/f. Todél prie fiksuoto intensyvumo I, daznio f
mazinimas duos ta patj savyjy osciliacijy nuslopinimo efekta, kaip ir pavaizduotas

3.2 pav. Aisku, §i salyga galioja tik pakankamai dideliems dazniams f, kai 1/f
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yra didesnis nei charakteringi neurono laikai. Jei daznis f néra pakankamai didelis,
vidurkinimo metodas nebegalioja ir AD stimuliacija duos kitokius efektus nei tie,
kurie yra pavaizduoti pav. Kitame skirsnyje mes aptarsime Sig problema detaliau
STN neurono modeliui.

Dabar aptarsime, kaip pasikeisty rezultatai, jei AD stimuliacija buty ne harmoni-
nés formos. Harmoninés stimuliacijos atveju daugiklis 1/4 antrajame Teiloro skleidi-
nio naryje lygtyse atsiranda vidurkinant sinuso kvadrata (sin?(7)). /2 = 1/4.
Kitai signalo formai ¢(7) daugiklis 1/4 buty pakeistas daugikliu (¢*(7)). /2, kur
(1) = [p(1)dT. Toks daugiklio pakeitimas gali buti kompensuotas pakei¢iant pa-
rametro A mastelj. Todél jei skleidinys galioja, stimuliavimo signalo formos
variacijos esminiai nepakeicia galutiniy rezultaty, isskyrus parametro A mastelj. Mes
patikrinome skaitmeniskai kitokias signalo formas (jskaitant ir tas, kurios naudoja-
mos GSS eksperimentuose), ir jsitikinome, kad formos variavimas neduoda naujy

rezultaty.

(@) 0.6+

0.2

m

5 10 15
Membranos potencialas (mV)

3.3 pav.: Suvidurkinty HH neurono lygéiy dinaminés savybeés. (a) ir (b) vaizduoja
priklausomybes 7., (7, A) ir 7,(v, A) nuo suvidurkinto membranos potencialo v. Cia
x reisika m (alia), h (mélyna) arba 7 (raudona) pralaidumo kintamajj. Taskine-
mis linijomis parodytos priklausomybés be stimuliacijos (A = 0), o istisinés linijos
atitinka A = 17 mV.
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Pazymétina, kad vibraciné jéga atsiranda tik (3.24b[)—(3.24d) lygtyse, kurios ap-
raso kanaly pralaidumo dinamika. Todél AD stimuliacija veikia tik jony kanalus.

Kad geriau suprastume, kaip vibraciné jéga modifikuoja neurono dinamiks, mes

perraséme kiekvieng lygtj (3.24b)—(3.24d)) tokia forma:

;= —M[x (5, A)], (3.27)
kur = atitinka m, h arba n. Prie fiksuoty o ir A, kintamasis z eksponentiskai
artéja prie reikSmes z..(v, A) su charakteringu laiku 7,(v, A). Asimptotiné reiks-
meé Zoo (v, A) ir laiko konstanta 7, (v, A) yra gaunamos is transformaciju o, (v, A) =
(0, A) [ [az (0, A) + Bo (0, A)] it 7o(0, A) = 1/[a (0, A) + B (v, A)]. pav. (a) ir (b)
yra nubrézti kintamieji x4, ir 7, kaip funkcijos nuo v esant dviems skirtingoms reiks-
méms A. AD stimuliacija beveik neveikia natrio aktyvavimosi kintamojo: funkcijos
Moo (U, A) ir 7, (v, A) kinta labai mazai, kai A didinamas nuo 0 iki 17 mV. Taciau
stimuliacija paveikia natrio inaktyvacijos ir kalio aktyvacijos procesus. Stimuliacija
sumazina ha (v, A) ir padidina 7., (v, A). Abu Sie efektai yra slopinantys.

M pav. mes pavaizdavome suvidurkinty lygéiy rimties taska vy ir jo tik-
rines vertes kaip parametro A funkcija. Rimties potencialas vy mazéja didinant A.
Pasiekus tam tikrg verte A = Agpy ~ 11.16 mV, sistemoje jvyksta Hopfo bifurka-
cija, ir rimties taskas tampa stabilus. Rimties tasko stabilizacija paaiskina savyjuy
neurono osciliacijy nuslopimag, pavaizduota [3.2] pav. Reikia atkreipti démesj, kad
rimties tasko stabilizavimas nereiskia, kad membranos potencialas v(t) yra nepri-
klausomas nuo laiko. Si stabilizacija reiskia, kad tik membranos potencialo létoji
komponenté yra pastovi, t. y. v(t) = vy. Pagal pilna membranos potencialo
verte susideda is sumos létos ir greitos komponenciy v(t) = vg + Asin(27 ft) ir todel
AD osciliacijos su amplitude A ir dazniu f aplink rimties taska vy islieka.

Suvidurkinty lygéiuy globalios fazinés erdvés analizés rezultatas yra apibendrintas
bifurkacinéje diagramoje pav. (a). Sioje diagramoje yra matoma histerizé. Prie
A = 0 sistemoje yra nestabilus rimties taskas ir stabilus ribinis ciklas, kuris atitinka
savasias osciliacijas. Kai A padidéja iki reiksmés Ay &~ 15.17 mV, jvyksta dvigubo
ciklo bifurkacija (vieta, kur stabilus ribinis ciklas susiduria su nestabiliu ciku) ir
sistema konverguoja prie stabilaus rimties tasko. Tai paaiskina savyjuy osciliacijy
nuslopinimg. Jei mes dabar mazinsime A, sistema liks stabiliame rimties taske iki
reikSmés A = A,y ir tada vél persoks j stabilyjj ribinj ciklg. Intervale Ag,gm <
A < Ay sistema yra bistabili: priklausomai nuo pradiniy salyguy, ji gali konverguoti
i stabily rimties taska arba stabily ribinj cikla.

3.5/ pav. (b)—(c) mes pavaizdavome bifurkacines diagramas (membranos potencia-
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3.4 pav.: Suvidurkinty HH lygéiy rimties tasko tikriniy verciy realiyjy daliy
priklausomybeé nuo parametro A. Cia A1,2 Zymi pagrindiniy tikriniy verciy komp-
leksiskai jungtine pora, As tikriné verté yra realioji ir neigiama. Maziausia neigiama
verté A\, neparodyta brézinyje. Simbolis ,,subH* reiskia subkrizinés Hopfo bifurka-
cijos taska. Raudona linija pavaizduota rimties potencialo vy priklausomybé nuo A.
Nestabili dalis pavaizduota bruksnine linija.
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3.5 pav.: HH neurono bifurkaciné diagrama. (a) vaizduoja bifurkacine diagrama,
gauty is suvidurkinty lygéiy ir . Raudona linija vaizduoja rimties po-
tencialg vg, t. y. ta pacia kreive, kaip ir |3.4] pav. Nestabili dalis yra pavaizduota
bruksnine linija. Uzpildytais skrituliais ir tusciais apskritimais pavaizduoti stabilus
ir nestabilus ribiniai ciklai. Simbolis ,subH®“ zZymi subkrizinés Hopfo bifurkacijos
taska, o simbolis ,,dc* Zymi dvigubo ciklo bifurkacija. (b) ir (c¢) vaizduoja originaliy
lygciy membranos potencialo maksimumus didinant ir mazinant stimuliacijos
parametra A = I, /(2r fC,,). Horizontali asis vaizduoja parametro A reikSmes prie
fiksuoto daznio f =5 kHz ir jvairiy reikSmiy /5.
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lo v maksimumus) gautas i$ originaliy HH lygé¢iy didinant ir mazinant stimuliacijos
parametrag A. Lygindami Siuos rezultatus su tais, kurie pavaizduoti pav. (a),
galime teigti, kad suvidurkintos lygtys gerai numato ir paaiskina bifurkacijas ir his-
terize, rasta originaliame HH modelyje. Mes matome, kad membranos potencialo
amplitudés Suoliai atitinka subkrizine Hopfo ir dvigubo ciklo bifurkacijas, rastas

suvidurkintose lygtyse.

3.4 STN neurono modelis

Kad pritaikytume issakytas idéjas GSS eksperimentui, mes panagrinésime STN
neurono modelj [85], kuris yra modifikuota HH neurono versija adaptuota STN
fiziologijai. STN neuronai yra pagrindinis taikinys AD GSS proceduroje, atlickamoje
pacientams su Parkinsono liga [86], [87), 88]. Lygtis membranos potencialui su AD

stimuliacija uzrasoma taip:
Cmi} = —IL - ]K - INQ - IT - ICa - ]AHP + ]1 COS(27Tft>. (328)

Srovés I, = gp(v—uy), Ix = gren*(v—uvy) turi ta padia israiska kaip ir HH neuronui,

3
oo

taciau I, = gnem? (v)h(v —vy,). Papildomos sroves It = gral, (v)b2, (1) (v —vea),
Ica = goas® (V) (v —vee) it Ingp = ganp(v —vi) x ([Cal/([Ca] + k1)), susijusios su
Ca®* jony dinamika. Kintamieji n, h ir 7 apraSomi tokios formos diferencialinémis
lygtimis: X = ¢x(Xoo(v) — X)/7x(v) (kur X gali buti n, h arba 7), su 7x(v) =
% + 7%[1 + exp|—(v — 0%)/ox]]. Kintamyju m, a ir s aktyvacija traktuojama
kaip momentiné. Visiems kintamiesiems X = n, m, h, a, r arba s rimties busena
aprasoma X (v) = 1/[1 +exp|—(v —f0x)/ox]]. Kintamojo b aktyvacija uzduodama
taip: boo(r) = 1/[1 + exp|[(r — 0y)/0p]] — 1/[1 + exp(—0,/03)]. Galiausiai jony Ca**
koncentracija aprasoma kintamuoju [Cal, kuriam galioja lygtis [Oa] =e(—Iga—I7—
kco[Cal). Parametry skaitinés reikSmeés yra [85] straipsnyje.

Nestimuliuojamas (I; = 0) STN neuronas vaizduoja osciliacijas apie nestabily
rimties taska vy &~ —37.78 mV su amplitude 45.2 mV ir dazniu ~ 2.7 Hz. PrieSingai
nei HH modelis, ¢ia osciliacijy aktyvumas yra savaiminis be papildomos tiesioginés
srovés. Bifurkacijos diagrama pav. vaizduoja AD stimuliacijos jtaka neurono
dinamikai prie skirtingy dazniy f. Prie pakankamai dideliu f (> 600 Hz), oscilia-
ciju dingima vel galima paaiskinti rimties tasko stabilizavimu. Suvidurkinty STN
neurono lygciy rimties taskas tampa stabilus per subkrizing Hopfo bifurkacija prie
Agupr ~ 24.12 mV. Si reikdmé teisingai numato osciliacijy amplitudés suolj, pavaiz-

duota (3.6 pav. (a). Pazymeétina, kad suvidurkintos STN neurono lygtys turi maziau
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iSreikstg histerize negu ta, kuri yra HH neurono lygtyse. Todél pav. (a) mes

apsiribojome evoliucija tik didinant parametrg A.

Membranos potencialas (mV)

3.6 pav.: STN neurono bifurkaciné diagrama su AD stimuliacija. Membranos po-
tencialo lokalus maksimumai kaip stimuliacijos parametro A = I, /27 fC,, funkcija
yra pavaizduoti prie skirtingy /[, ir fiksuoto f: (a) — f = 3 kHz; (b) ir (¢) — f = 200
Hz; (d) — f = 150 Hz; (e) — f = 60 Hz. Bifurkacinés diagramos (a),(b),(d) ir (e)
yra suskai¢iuotos didinanat [;, o (c¢) yra gauta mazinant /;. Raudonos bruksninés
linijos vaizduoja slenksting jtampa v,,.

Jei daznis f néra didelis (t. y. 1/f yra palyginamas su charakteringais neurono
laikais), tai suvidurkintos lygtys negalioja. IS pav. (b)—(e) matyti, kad sistema
patiria sudeétinga bifurkacijy scenarijy. Histerizé labiausiai pastebima tarpiniame
daznio intervale 160 < f < 350 Hz. Tokios histerizés pavyzdys prie fiksuoto daznio
f = 200 Hz yra pavaizduotas pav. (b) ir (c¢). Skirtingi bifurkacijos scenarijai
matomi didinant (b) ir mazinant (c¢) stimuliacijos intensyvuma [;. Prie mazy dazniy,
f < 160 Hz, histerizé dingsta. Bifurkacijos diagramos pav. (d) ir (e) atitinka
fiksuotus daznius f = 150 Hz ir f = 60 Hz, ir yra pavaizduotos tik didinant I;.
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Nors vidurkintos lygtys zemiems dazniams negalioja, ir mes negalime interpre-
tuoti rezultaty pavaizduoty pav. (b)—(e) kaip suvidurkintos neurono dinamikos
rimties tasko stabilizavimo, gerai pastebimas osciliacijy suolis vis dar stebimas bi-
furkacinése diagramose. Sis Suolis atsiranda pereinant prie 1 : 1 sinchronizacijos.
Mes pazymeésime kritine reikSme A, atitinkancig §j peréjimg kaip A;.;. Pazyméti-
na, kad AD atveju (kai suvidurkintos lygtys galioja), osciliaciju amplitudés Suolis,
atitinkantis rimties tasko stabilizavima, taip pat gali buti traktuojamas kaip 1 : 1
sinchronizacija. IS tikro, vidurkinimo kontekste visa neurono dinamika susideda is
letos ir greitos komponendciy sumos, v(t) = v(t) + Asin(27 ft). Greitos komponentés
daznis sutampa su stimuliavimo signalo dazniu. Kai rimties taskas yra stabilizuotas,
leta komponenté tampa pastovi, v(t) = const. Taciau greita komponenté lieka, ir ja
galima traktuoti kaip 1 : 1 sinhronizacija. Mes pabréziame, kad Sios AD osciliacijos
yra harmoninés formos, t. y. jos yra tos pacios formos, kaip ir stimuliacijos signalas,
ir esminiai skiriasi nuo laisvo neurono potencialo osciliacijy. Be to siy osciliacijy
amplitudé yra maza, todél osciliacijos negali buti traktuojamos kaip membranos
potencialo smailés indukuotos AD stimuliacija. Vis délto galima pasakyti, kad 1: 1
sinchronizavimo koncepcija yra bendresné nei rimties tasko stabilizavimas, nes for-
maliai ji gali buti naudojama bet kokiems stimuliacijos signalo dazniams. Jei daznis
yra palyginamas su savuoju neurono dazniu, osciliacijy suolis gali buti paaiskintas
kaip 1 : 1 sinchronizacija, bet negali buti traktuojamas kaip rimties tasko stabiliza-

vimas.

Kitas budas charakterizuoti neurono osciliacijy slopinimg yra jvesti slenkstine
membranos potencialo amplitude v,,, iki kurios neurono osciliacijos gali buti ig-
noruojamos. v, mes galime traktuoti kaip minimalia amplitude, kuri reikalinga
STN neuronui, kad suzadinty postsinapsinj globus pallidus external (GPe) neurona.
Tuomet A,, mes traktuosime kaip charakteringa A reikSme prie kurios STN neu-
rono amplitudé nukrenta zemiau v,,. Kad gautume slenkstine amplitude v,,, mes
paskai¢iavome sinapsine srove tekancia i§ STN j GPe neurona. Pagal straipsnj [85],

Sios sroveés stipris apibréztas sinapsiniu kintamuoju S, kuris tenkina lygti:

S = [Ss(v) — S]/7s(v). (3.29)

Funkcija S (v) yra sigmoidinés formos su charakteristine slenkstine verte lygia 0 mV
(8i reikSme paimta remiantis parametry reikSmeémis i [85] darbo). Mes interpretuo-
jame Sig verte kaip STN neurono minimalig amplitude reikalinga GPe neuronui
suzadinti, t. y. mes paimame v,, = 0 mV. Slenkstiné verté v,, negali buti grieztai

apibrézta ir yra labiau sutartiné. Mes pasirinkome v,,, = 0 mV, nes tai duoda gera
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3.7 pav.: STN neurono dinamika prie fiksuotos stimuliacijos amplitudés [; = 8

mA /em? ir skirtingy stimuliacijos dazniy: (a) — f = 3 kHz; (b) — f = 200 Hz; (c) -
f =150 Hz; (d) - f = 60 Hz.

atitikimg su eksperimentiniais duomenimis. Bifurkaciniy diagramy analizé parodo,
kad egzistuoja kritinis daznis f. ~ 95 Hz toks, kad prie f < f. neurono osciliacijy
amplitudé virsija slenkstine verte v, prie bet kokio A (zr. (e)). Zemiau mes
parodysime, kaip slenkstine verte paremti rezultatai koreliuoja su rezultatais gautais
is tiesioginés lygties sprendimo.

STN neurono dinamika prie fiksuotos stimuliacijos amplitudés I; = 8 mA /cm? ir
skirtingy dazniy yra pavaizduota pav. Prie auksto daznio f = 3 kHz, stimulia-
cijos intensyvumo I; = 8 mA/cm? nepakanka, kad stabilizuotume neurono rimties
taska. Todél mes stebime savasias neurono osciliacijas su pakankamai didele amp-
litude, kurios yra silpnai moduliuotos AD signalu (7r. pav. (a)). Prie daznio
f =200 Hz mes stebime 1 : 4 sinchronizacijos rezima, kurio absoliuc¢iy maksimumy
vertés virsija slenksting amplitude v, = 0 mV (7r. pav. (b)). pav. (c) yra
pavaizduota neurono dinamika tipiniam klinikiniam dazniui f = 150 Hz. Cia mes
stebime 1 : 1 sinchronizacijos rezima su amplitude, kuri yra zZemesné uz slenksting
verte. Siy osciliacijy forma panasi j harmoninj signala. Tolesnis daznio mazinimas

indukuoja 1 : 1 osciliacijy rezima su amplitude virsijancia v,, = 0 mV. Prie daznio
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3.8 pav.: Membranos potencialo (a) ir sinapsinio kintamojo S (b) absoliutus maksi-
mumai kaip funkcijos nuo stimuliacijos daznio prie fiksuotos stimuliacijos amplitudés
I, = 8 mA/cm?. Parametrai, apibréziantys lygties dinamika, paimti i$ [85]
darbo. Istisiné ir bruksniné linijos atitinka stimuliacijos intensyvumo didinimag ir
mazinimg. (c) ir (d) - membranos potencialo lokalis maksimumai didinant ir ma-
zinant stimuliacijos intensyvuma.

f = 60 Hz ta vaizduoja |3.7| pav. (d). Dabar neurono dinamika esminiai skiriasi nuo
harmoninio signalo ir ji labiau panasi j laisvo neurono osciliacijas. Butent peréjimas
prie savyju osciliacijy, indukuoty dél AD stimuliacijos, paaiskina, kodél amplitudé
padidéja mazinant stimuliacijos daznj.

Detalesné STN neurono dazniné-amplitudiné charakteristika prie fiksuoto stimu-
liacijos intensyvumo I; = 8 mA /cm? yra pavaizduota pav. Diagramoje (a) mes
vaizduojame membranos potencialo absoliu¢iy maksimumy (priesingai negu lokalus
maksimumai pavaizduoti bifurkacijos diagramose priklausomybe nuo stimulia-
cijos daznio. IStisiné ir bruksniné kreivé atitinka stimuliacijos intensyvumo didinima
ir mazinima. Diagrama (b) vaizduoja sinapsinio kintamojo S absoliuc¢ius maksimu-
mus gautus i§ lygties (3.29). Duotam stimuliacijos intensyvumui /; = 8 mA /cm?

musy modelis rodo, kad dazniy intervalui 97 Hz < f < 170 Hz sinapsinio kintamojo
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3.9 pav.: AD stimuliuojamo STN neurono dviejy parametry bifurkaciné diagrama:
teoriniy (mélyna linija) ir tiesioginiy skaitmeniniy skai¢iavimy (raudona linija) pa-
lyginimas. Raudona kreivé rodo kritine srove Iy, kai osciliacijy amplitudé pasiekia
slenksting verte v, = 0 mV. Istisiné ir bruksniné¢ linijos atitinka stimuliacijos inten-
syvumo didinima ir mazinima. Jos tik Siek tiek skiriasi nedideliame vidutiniy dazniy
intervale. Uzpildyti skrituliai ir neuzpildyti apskritimai rodo 1 : 1 sinchronizacijos
atsiradimg didinant ir mazinant stimuliacijos intensyvuma. Kairéje puséje raudona
vertikali linija vaizduoja slenkstinj daznj, kai osciliacijy amplitudé virsija verte v,,
prie bet kokio I;. Mélyna kreive I} = 27 fC,, Asupr rodo subkrizinés Hopfo bifurka-
cijos atsiradimo vietg suvidurkintuose lygtyse. Dazniams, Zemesniems nei 600 Hz,
raudonos ir meélynos kreivés nesutapimas atsiranda dél suvidurkinty lygciy didelés
paklaidos.

S maksimumai esminiai sumazéja, ir membranos potencialo maksimumas nukren-
ta zemiau slenkstinés vertés v, = 0 mV. Kad parodytume, kokius sinchronizacijos
rezimus (1 : 1 ar aukstesnius) atitinka Sie rezultatai, mes grafikuose (c) ir (d) pavaiz-
davome lokalius membranos potencialo maksimumus priklausomai nuo stimuliacijos
daznio.

STN neurono modelio analizé yra apibendrinta dviejy parametry bifurkacinéje
diagramoje pav., kur vienas parametras yra daznis f, o kitas — intensyvumas I;.
Raudona kreivé vaizduoja kritine srove I, prie kurios neurono amplitudé nukrenta
zemiau slenkséio v,,. Intriguojantis dalykas yra tas, kad raudona kreive neblogai
atkartoja eksperimentinius rezultatus i$ [80] darbo. Pazymétina, kad STN modelio
histerizé, t. y. skirtingas elgesys priklausomai nuo to, ar stimuliacijos intensyvumas
didinamas (iStisiné raudona linija), ar mazinamas (bruksniné raudona linija), yra
tik nedideliame vidutiniy dazniy intervale.

Meélyna kreive pav. vaizduoja subkrizinés bifurkacijos vietg suvidurkintose

STN neurono lygtyse. Prie auksty dazniy ji sutampa su raudona kreive. Todél
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3.10 pav.: Injektuotos sroves tankio amplitudes pasiskirstymas STN aksonui orien-
tuotam statmenai (a) ir lygiagreciai (b) GSS elektrodui cilindrinéje koordinaciy sis-
temoje (z,r) kintamuju plokstumoje. GSS kontaktas (Sviesiai pilka spalva) yra
cilindro formos 1.27 mm skersmens ir 1.5 mm aukscio. Izoliatorius pavaizduotas
tamsiai pilka spalva. Skaiciavimai atlikti prie AD amplitudés lygios 3 V. Injektuo-
tos sroves tankio amplitudés erdvinis pasiskirstymas parodytas spalvomis pagal is
desinés esantj spalvy stulpelj. Srovés tankiai virsijantys maksimalia stulpelio verte
(12 mA /cm?) pavaizduoti balta spalva. Rodyklés prie spalvy stulpeliy rodo spalva,
atitinkancia slenksting tankio verte 5 mA /cm?. Srovés tankiai gauti i3 lygties
naudojant antras potencialo iSvestines (9*V/dr?) ir (0*V/02?) aksonams orientuo-
tiems statmenai ir lygiagreciai GSS elektrodui. STN aksono parametrai yra [90} O1]:
d=2pm, L =1 pm, Az = 200 pm ir p; = 70 Qcm.

osciliacijy nuslopinimas gali buti interpretuojamas kaip rimties tasko stabilizavimas.
Lyginant teorija (3.9 pav. mélyna kreive, gauta i$ suvidurkinty lygéiu) ir tiesioginj
skaitmeninj modeliavima (3.9|pav. raudona kreivé) matyti, kad suvidurkintos lygtys

nebegalioja zemiau 600 Hz.

Galiausiai mes panagrinésime, kokj srovés tankj injektuoja GSS elektrodas i STN
neurong. Apskritai tai yra sudétinga problema, priklausanti nuo daugelio veiksniy,
iskaitant elektrodo geometrija ir neurono aksono orientacija elektrodo atzvilgiu.
Tarplastelinio potencialo pasiskirstymo antroji isSvestiné isilgai neuroninio proceso
(02V/02?) leidZia kiekybigkai jvertinti injektuota srovés tankj I, kaip atsaka i pri-

déta elektrinj lauka [89]:
_ dAz 0V (z,t)
CdpL 0x2

I(2.1) (3.30)

Cia d yra aksono skersmuo, p; yra aksoplazmos savitoji varza, L yra aktyvus mem-
branos ilgis (mazgo ilgis) ir Az yra aksono mielininio dangalo segmentavimo il-
gis (tarpmazginis prasiskyrimas). Kad rastume tarplastelinio potencialo V' erdvinj
pasiskirstyma, mes sprendéme trimacig Laplaso lygti AV = 0 su atitinkamomis

krastinémis salygomis. Skaic¢iavimus atlikome su COMSOL Multiphysics 4.0a pa-
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ketu klinikiniam GSS elektrodui su cilindriniu kontaktu, kurio skersmuo 1.27 mm
ir aukstis 1.5 mm. Mes nagrinéjome monopoliarine stimuliacija ir naudojome ti-
pine klinikine AD stimuliacijos jtampos verte lygia 3 V. Injektuotos srovés tankio
pasiskirstymas STN aksonui, orientuotam statmenai ir lygiagreciai GSS elektrodui,
yra pavaizduotas pav. (a) ir (b). Pagal rezultatus, pateiktus pav., musy
modelis numato savyjy osciliacijy nuslopinimag, kai injektuotos srovés tankis virsija
slenksting 5 mA /cm? verte. Kaip matyti i3 pav. nuslopinta sritis (kur injektuo-
tos sroves tankio amplitudé virSija slenksting 5 mA /cm? verte) yra ganétinai didele
— efektas atsiranda 1 — 2 mm elektrodo aplinkoje. Todél aptartas STN neurono

slopinimo mechanizmas yra realistiskas tipiniu klinikiniu atveju.






REZULTATU SANTRAUKA IR ISVADOS

[snagrinéta faziné redukcija sistemoms, aprasomoms paprastosiomis diferenciali-
némis lygtimis. Pasiulytas naujas fazés atsako funkcijos skaiciavimo algoritmas, ku-
rio pagrindinis privalumas tas, kad tiesiné lygtis dél nuokrypio integruojama j priekj.
Tai suteikia du pranasumus pries standartinj jungtinés lygties algoritma. Pirma, fa-
zeés atsako funkcija gaunama tokiu tikslumu, kokiu yra sprendziamos diferencialinés
lygtys, tuo tarpu jungtinés lygties metode prie bendros paklaidos prisideda interpo-
liavimo paklaida. Antra, algoritmo greitis nepriklauso nuo ribinio ciklo stabilumo
stiprio, tuo tarpu standartinio algoritmo skaic¢iavimo trukmé esmingai padidéja, kai
ribinis ciklas yra silpnai stabilus.

Fazinés redukcijos metodas ispléstas sistemoms, aprasomoms lygtimis su delsa.
Gaunama lygtis dél vieno skaliarinio kintamojo. Tai reiskia, kad be galo dimensiné
lygtis su delsa redukuojama j viendimensine lygtj dél fazés. Lygtis dél fazés visiskai
sutampa su analogiska lygtimi klasikiniame fazinés redukcijos metode. Tik fazés
atsako funkcija skai¢iuojama kitaip. Tai reiskia, kad visi rezultatai gauti is kla-
sikinés fazinés redukcijos (optimalios formos radimas, silpnai sujungty osciliatoriy
sinchronizacijos analizé) lengvai perkeliami j sistemas, aprasomas lygtimis su delsa.

Fazinés redukcijos metodas pritaikytas uzdelstojo griztamojo rysio valdomoms
sistemoms tirti. Tokioms sistemoms pastebéta ir aprasyta jdomi fazes atsako funk-
cijos savybeé: jei sistema yra valdoma uzdelstuoju (arba iSpléstiniu uzdelstuoju)
griztamuoju rysiu, tai orbitos fazés atsako funkcijos forma nepriklauso nuo valdymo
parametry. Si savybé panaudota silpnai iSderintos iSpléstiniu uzdelstuoju grizta-
muoju rysiu valdomos sistemos periodo skaic¢iavimui. Periodas yra svarbus eksperi-
mentinése realizacijose, nes jis lengvai stebimas ir i$ jo galima paskaiciuoti tikslesnj
delsos laika, norint minimizuoti arba panaikinti iSderinima.

Aprasytas ir pritaikytas algoritmas, leidziantis tinkamai parinkti valdymo matri-
ca, norint stabilizuoti orbitg su nelyginio skaiciaus topologiniu ribojimu, naudojant
uzdelstojo griztamojo rysio valdymo schema. Algoritmas remiasi ankscéiau isdéstyta
fazés atsako funkcijos savybe bei kitomis sistemos savybémis, kurias galima pama-

tyti valdant orbita proporciniu griztamuoju rysiu. Nors algoritmas negarantuoja
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sekmingos stabilizacijos visais atvejais, jo efektyvumas buvo pademonstruotas stan-
dartinéms sistemoms, kuriy, kaip buvo manoma, nejmanoma stabilizuoti uzdelstojo
griztamojo rysio metodu. Tai turi praktine svarba, nes daugelis eksperimentiniy
sistemy turi aprasyta topologinj ribojima.

Darbe detaliai iSnagrinétas neurono veikimas iSoriniu aukstu dazniu. Neuro-
no savyjy osciliacijy slopinimo mechanizmas ir is jo plaukiantys rezultatai neblogai
sutampa su realivose klinikiniuose eksperimentuose gautais duomenimis. Sio me-
chanizmo supratimas leidzia kurti sudétingesnius bet efektyvesnius neurony stimu-
liavimo algoritmus, kuriy tikslas yra panaikinti sinchronizacija tarp neurony kuo
mazesne signalo galia. Ateityje, apjungiant Sig neurono analize su fazinés redukcijos

metodu, gal but pavyks pasiekti geresniy rezultaty, kurie turés praktinés naudos.
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SUMMARY

The dissertation is devoted to the analysis of dynamical properties of nonlinear
oscillators in the presence of strong and weak perturbations as well as developing
analytical and numerical tools for such an analysis. Weakly perturbed oscillators are
analyzed by a phase reduction method. The most part of the dissertation deals with
this approach. Strong perturbations considered in the dissertation represent high-
frequency signals, when the frequency is considerably greater than the reciprocal of
characteristic time scale of the oscillator. In this case the method of averaging is
employed. Two main problems analyzed by these tools are (i) time-delayed feedback
control algorithm and (ii) dynamics of neuron under high-frequency stimulation.

The phase reduction method is a mathematical tool to analyze weakly pertur-
bed nonlinear oscillators. The system’s equations can be reduced to a single scalar
equation that describes the dynamics of the phase variable. An important charac-
teristic of the limit cycle oscillator resulting from the phase reduction procedure is
its phase response curve. It describes the phase shift of the oscillator in response
to a perturbing pulse at each phase of the oscillator. In this work we present a new
numerical algorithm for computation of the phase response curve. In contrast to the
standard algorithm, our algorithm does not require any backward integration and
it is easier to program since a necessity of numerical interpolation for the Jacobian
matrix is avoided.

The classical phase reduction theory is usually formulated for a weakly perturbed
limit cycle oscillator described by the ordinary differential equations. In this work we
have developed a phase reduction procedure for a general class of weakly perturbed
time-delay systems exhibiting periodic oscillations. Here the main result is that the
equation for the phase has the same form as in the classical case. Only the phase
response curve must be computed differently.

The time delayed feedback control is a standard method for the stabilization
of unstable periodic orbits in chaotic systems. The control signal is formed from
a difference between the current state of the system, and the state of the system

delayed by one period of a target orbit. Thus the controlled system is described by
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equations with time delay. We analyze these equations and show that the profile
of the phase response curve of the controlled orbit does not depend on the control
matrix. Using this property, we derive an analytical expression for a period of the
stabilized orbit in the case of a slightly mismatched time delay.

Time delayed feedback control has some restrictions. One of them is so-called
odd-number limitation. Usually it is difficult to stabilize periodic orbit in the au-
tonomous system, when it possesses an odd number of positive Floquet multipliers
larger than unity. Using phase reduction method and additional analysis we present
an algorithm for constructing the control matrix in the delayed feedback control
scheme. We show that the algorithm works well for the Lorenz and Chua systems.

The last problem analyzed in the dissertation concerns the dynamics of neurons
under high frequency stimulation. We study neuron’s equations with the high-
frequency external force by the averaging method. The derived averaged equations
show that for some values of the stimulation parameters the stable limit cycle disap-
pears and the unstable resting state becomes stable. Based on the analysis of the
averaged equations we derive the criteria for the suppression of sustained neuronal
spiking and explain the efficiency of the deep brains stimulation procedure for the

patients with the Parkinson disease.
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