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Uzdavinio fermulavimas

Trimatéje erdvéje turime vektorinj fizikinjdydj J =J (A, B, C,...), kuris priklauso nuo
keletos kity vektoriniy fizikiniy dydziy A, B, C,.... Taip pat Zinome, kad
J(0,0,0,...) = 0. Galime skleisti funkcijg J (A,B,C,...) Teiloro eilute nulio aplinkoje:
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n-tojo rango tenzorius %(jklm ) turi 3 komponenciy

Konkretus uzdavinys, kurj reikéjo spresti Algirdui yra toks:

Ji= > VijumE;ExEHy,
7,k,l,m=1

Pradzioje iSnagrinésime uzdavinj, kai visi vektoriniai dydziai yra skirtingi:

3
> YViskimA;BrCiDy,

J:k,l,m=1




Kol kas tik tiesiné algebra (jokios grupiy teorijos)

Visi posukiai 3-matéje erdveje aprasomi 3-mis Eulerio kampais.
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cos (o) —sin(a) O 1 0 0
= | sin(a) cos(a) O TX(B)(O cos () —sin(0)
0 0 1 0 sin(B8) cos(p)
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cos(y) —sin(y)

Tz (v) = Sino(v) COSO(’Y)

Bendra transformacijos matrica T =Ty (y) Tx (8) Tz («)

Matrica yra ortogonali, nes T~!' =T," (o) T (8) T, () = T4 (o) T% (8) T (v) = T
arba komponentém

3

TT =1 = ZTz’j (TT)jk = ZTika:j = Oik
j=1 j=1

Vektorius gali bati suprojektuotas j seng arba j naujq koordinaciy sistemg

3 3
Ap =) TyA; Ai=) Ty,
j=1 j=1

A = [Ay, Ay, A3] = [A], A}, AL




Tesiam tiesine algebrg

3
Ji= > YijkimA;jBxCi Dy,

3
jakalam:]-
=1

Z Toids = Z 'lejk:lanjTkaqlTrmA/nleoCclzD; 3
° Jyk,l,m ZTz’kaj = ik
n, P, q, 7 I=1

Dauginame i§ 1i; , sumuojam per visus ¢ , ir pasinaudoje ortogonalumo sqrysiu
gauname

J=Y | > TuTTuwTuTemYijeim | ApByCoDl = > VipparAnByChD,

n7p7Q7/’n i)j7k7l7m /n’7p7Q7/r.

Tuomet tenzoriaus naujos komponentés iSsireiSkia per senas taip

,}énpqr — Z TtiTankaqlTrmfyijklm

i7j7k7l7m \

kas Cia per “zveris”




Tesiam tiesine algebrg

Panagrinékime paprastesnj atvejj 7, = Z TriPrivi;
1,7
Yer = Ti1 Pyt +Tr1 Pioyiz +Ti1 Pisyis + T2 Pzt + T2 Prayas + Tea Prsy2s + Tes Priyst + Tres Prayse + T3 Pisyss

/

( 7}1 \ ( 711 \ ¢ia turime matricy tiesiogine sandaugqg
712 Y12
’713 Y13
V21 Y21 mP - T1T.,P

Y= v [|=TOP| 72 | =ToPy TRP = : :

Va3 23 T..Pp --- T.,..,P
7::),1 Y31
V32 Y32

K V33 ) \ Y33 )

Taigi jei vektorizuosime 5 rango tenzoriy (vektorius i$ 243 komponenciy), tai turésime

N =TTTRT®Ty=T"~

matrica kurios dimensija 243x243
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Grupés apibrézimas ir keleta pavyzdziy

Grupe sudaro bet kokia aibé G = {g1,92,93,...} , kurioje yra apibrézta binariné
operacija turin¢ia sekancias savybes: _

Group-like structures
(i) pilnumCIS gi - g5 — gk c G Totality® Associativity Identity Inverse Commutativity
Partial magma Unneeded Unneeded Unneeded Unneeded Unneeded
Semigroupoid Unneeded Reguired Unneeded Unneeded Unneeded

(ii) asociatyvumas (9i-95) -9k =9i (95 - gr)

Small category  Unneeded Required Required Unneeded  Unneeded

Groupoid Unneeded Reguired Required Reguired Unneeded
(|||) vienetinis elementas €-g; —¢g; - €= g; Magma Required Unneeded Unneeded Unneeded  Unneeded
Quasigroup Required Unneeded Unneeded Required Unneeded
. ° [ . _1 - I_l i 1 i
b — — nital magma Required Unneeded Required Unneeded Unneeded
(iv) atvirkstinis elementas ¢i 9, =9, -gi=¢€ J d d
Semigroup Required Reguired Unneeded Unneeded  Unneeded
Loop Required Unneeded Required Reguired  Unneeded
pGVUZdUS 1. G = {0, 1, 2, ceey N — 1} Monoid Required  Required Required Unneeded  Unneeded
. R ) . Group Required Required Required Reguired  Unneeded
9i - 95 = (g +g;) mod n o | . _
Commutative monoid Required Required Required Unneeded Required
. . Abelian grou Required Required Reguired Required Required
Pavyzdys 2: G = {1,2,...,p—1} group  Reg : e q

%a The closure axiom, used by many sources and defined differently, is equivalent.

gi - 95 = (9ig;) mod p

Pavyzdys 3: 1 2 3 g Pavyzdys4: A € GL,(C) det(A)#0
2 3 1 ) €3 A-B=AB
1 2 3 . 1 2 3 B 1 2 3
2 3 1 3 2 1 B 2 1 3




Grupeés jvaizdZiai, jy charakteriai

Grupes jvaizdys yra funkcija veikianti grupés elementq ir graZinanti tiesinj operatoriy.
T (g,) € GL, (C) T (i) T (g;) = T (gi - ;) T (e) = 1,

Jvaizd¥iai tapatus jei T(V (g9:) = T®) (g;) visiems i . ]vaizdZiai ekvivalentus jei
egzistuoja tokia unitariné matrica U, kad T(® (g;) = UTT®) (g,) U visiems 1.

Du jvaizdziy pavyzdziai:
) trivialus T (g,) = 1
(.? i (9:) 1 o PR
(i) reguliarus 9i * 9; Z kj (9:) g
k

JvaizdZio charakteris yra vektorius sudarytas i$ jvaizdzio matricy pédsako: Tr [T(O‘) (91)]

@ = [ Tr [T (go)]

Du jvaizdziai turi tq patj charakterj <= Du jvaizdziai yra ekvivalentus




Jvaizdziy redukuojamumas, tiesioginé jvaizdziy sandauga,
neredukuotiny jvaizdziy charakteriy ortogonalumas

Vektorinés erdveés L,, jnvariantinis poerdvis L,,, yra toks poerdvis, kurio bet kokj vektoriy
paveikus matrica T(% (g;) gaunu vektoriy vél i§ to paties poerdvio.

En — /:'m % Cn—m

Jvaizdzio neredukuojamumo kriterijus (o = irr ):

i
[X(“)} X =1q

Neredukuotiny jvaizdZiy charakteriy ortogonalumas (o = irr, g =irr, a # 3 ):
T
[Xm)] B =0

Dviejy jvaizdzy tiesioginé sandauga irgi yra jvaizdys:

T (g;) ® TP (g;) = T (9,)




Grupiy tiesioginé sandauga

Dvi grupes galima sudauginti ir vél gausime grupe:
G:{glagj7gka} H:{hl,hm,}
Gx H= {[gza hl] ’ [g’m hm] ’ [gja hl] ) [gja hm] ) [gka hl] ) [gk:, hm] g . }

9i, ] - (95, him] = [gi ® g5, by * B

Dviejy grupiy jvaizdZius T (gi) ir T) (h;) sudauginus tiesiogiai gauname grupés G x H
vaizdj T (g, ha]) = T (g;) ® T (h)

Kitas badas gauti grupés G x I jvaizdj yra paprastai dauginti matricas TV (g;) ir T (k)
jei tik jy dimensijos sutampa ir jos komutuoja tarpusavyje skirtingom grupém.
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Oktaedriné grupé “O” arba keturiy objekty perstatymo grupé S,

Grupe sudaro visj kiibo posykiai 3-matéje erdvéje, kurie grazina kibq j prodmg padeti.
Grupe sudaro 24 elementai.

T A
|

v c d

Grupés elementai yra posikiai pries laikrodZio rodykle
pagal asis (A, B, C, D, F, G, H, I, J, K, L, M, N).

(A, B, C) - 90°, 180° ir 270°

(D, F, G, H) - 120° ir 240°

(I, J, K, L, M, N) - 180°




Grupés neredukuojamas 3-matis jvaizdis T

0 1 0 -1 0 O 0 -1 0 0 0 -1 -1 0 0
A= -1 0 0 Ay = 0 -1 0 As=1 1 0 O Bi=1 01 0 By = 0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 —1
0 0 1 1 0 O 1 0 0 1 0 0 0 0 -1
Bs = 0O 1 O ci=|(0 0 1 Co=1| 0 -1 O C3=| 0 0 -1 Di=| -1 0 O
-1 0 0 0 -1 0 0O 0 -1 0O 1 O 0O 1 O
0 -1 0 0 0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 1
Dy = 0 0 1 =1 -1 0 0 =10 0 -1 Gi=10 0 1 Go=| 1 0 0
-1 0 O 0O -1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 O
0 1 0 0O 0 -1 -1 0 0 -1 0 0 0 0 -1
H, = 0 0 -1 H,=|1 0 0 I = 0 0 1 J = 0 0 -1 K = 0O -1 0
-1 0 0 0 -1 0 0O 1 0 0O -1 0 -1 0 0
0O 0 1 0O -1 0 0 1 0 1 0 O
L= 0 -1 0 M= -1 0 0 N=11 0 0 E=101 0
1 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
klasés pavadinimas E 8Cs 3C, 6C4 6C)
kokie nariai yra klaséje i) D1 D2 F1 F2 G1 G2 H1 H2 A2 BQ CQ A1 A3 B1 B3 Cl 03 I JKLMN
jvaizdzio T' charakteris | 3 0 -1 1 —1

5

JvaizdZio neredukuojamumo kriterijus: Y ¢, [xp|" =1-(3)° +8-(0)° +3- (=1)* +6- (1) +6 - (—=1)* = 24
p=1




Redukuojamas 243-matis jvaizdis T

Jvaizdys T yra 5 kartus tiesioginé sandauga jvaizdziy T.

klasés pavadinimas E | 8C3 | 3Cy | 6C4 | 6CY4
ivaizdzio Ti, charakteris 1 1 1 1 1 T(5) — miTy. @mT @
jvaizdzio T charakteris | 3 | 0 | —1 | 1 | —1 br = tr T
jivaizdzio T®®) charakteris | 243 | 0 —1 1 —1
— 1-(243x1)+8-(0x1)+3-(-1x1)+6-(I1x1)+6-(-1x1) 243-3+6-6 _ 10
" 24 B 24 B
— 1-(243x3)+8-(0x0)+3-(-1x—-1)+6-(I1x1)+6-(-1x~-1) T729+3+6+6 _ 31
B 24 B 24 B
Sudarom projekcinj operatoriy projektuojant;j j trivialaus jvaizdZio invariantinius poerdvius:
24 24
Pu= > [Tu(X)], T®(X)=> TW(X)
X=1 X=1

0
P v, =
' {Vﬁr - vektorius kuris transformuojasi pagal trivialGjj jvaizdj Siat=1,2,...,10




Oktaedrinés grupés jvaizdzio T® matricy komutavimas su
perstatymo grupeés S_ jvaizdzio matricomis

Perstatymo grupés S, elemento ( 123 ) jvaizdzio matrica S turi sukeisti1ir 3
indeksus 3 2 1

SVijkim = Yilkjm

Jveskime in (a1, as,as,aq, as) - indekso funkcija, tuomet matriciniai elementai yra:
Sin(al,a27a3,a4,a5)in(bl,52,b3754,b5) — 6111((11,a27a3,a4,a5)in(bl,b4,53752,b5)
Dauginame i$ abiejy pusiy

ST(5) () =L = Lin(a1,az,a3,a4,a5)in(bl,b2,b3,b4,b5) — T(5)

in(a1 7a47a37a27a’5)in(b1 7b27b37b47b5) (.)

T(5) () S=R = Rin(al,ag,a3,a4,a5)in(bl,bz,bg,b4,b5) — T(5) ()

in(ai,a2,a3,a4,a5)in(by,ba,b3,b2,bs)

Tadiau

5
ﬂ(rl()al,a4,a3,a2,a5)in(b1,bg,b37b4,b5) () — Ta1bl () Ta452 () Ta3b3 () Ta2b4 () Ta5b5 ()
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