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Grupés apibrézimas ir keleta pavyzdziy

Grupe sudaro bet kokia aibé G = {g1,92,93,...} , kurioje yra apibrézta binariné
operacija turinti sekancias savybes: _

Group-like structures
(i) pilnumCIS gi - g5 — gk c G Totality® Associativity Identity Inverse Commutativity
Partial magma Unneeded Unneeded Unneeded Unneeded Unneeded
Semigroupoid Unneeded Reguired Unneeded Unneeded Unneeded

(ii) asociatyvumas (9i-95) -9k =9i (95 - gr)

Small category  Unneeded Required Required Unneeded  Unneeded

Groupoid Unneeded Reguired Required Reguired Unneeded
(|||) vienetinis elementas €-g; —¢g; - €= g; Magma Required Unneeded Unneeded Unneeded  Unneeded
Quasigroup Required Unneeded Unneeded Required Unneeded
. ° [ . _1 - I_l i 1 i
b — — nital magma Required Unneeded Required Unneeded Unneeded
(iv) atvirkstinis elementas ¢i 9, =9, -gi=¢€ J d d
Semigroup Required Reguired Unneeded Unneeded  Unneeded _
pGVgngS 1: G — {O, 17 2, . ’n _ 1} Loop Required Unneeded Required Required  Unneeded
Monoid Required Reqguired Reguired Unneeded Unneeded
g’i ) gj — (gz —|_ gj) mOd n Group Required Required Required Reguired  Unneeded
. Commutative monoid Required Required Required Unneeded Required -
Pavyzdys 2: G ={1,2,...,p— 1} _ | | | _ |
Abelian group Required Required Required Required Required
g’L . gj — (g’l,gj) mod p %a The closure axiom, used by many sources and defined differently, is equivalent.

Tam, kad jrodyti atvirkstinio elemento egzistavimg, galima pasinaudoti mazajg Ferma
teorema [Alkauskas, G. The American Mathematical Monthly, 116(4), 362-364 (2009)]

Pavyzdys 3: 1 2 3
(2 3 1)653

Pavyzdys4: A € GL,(C) det(A)#0

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(231)'(321)‘(213) A B=AB




Grupés jvaizdzZiai, indukuotas jvaizdis

Grupes jvaizdis yra funkcija veikianti grupés elementq ir graZinanti tiesinj operatoriy.

T :G — Aut (C") arba T:G— GL, (C)
T(g:) € GL, (C) T(9:)T (9;) =T (9i-9;) T(e) =1,
Jei turime jvaizdj A; veikiantj vektorinéje erdvéje R, tai galime perkelti grupés veikimq j
vektoring erdve V = {¢ : R" — C} , t.y. | erdve sudarytq i$ visy funkcijy nuo vektoriaus r € R"
Indukuotas jvaizdis gaunamas, kai veikimas apibréziamas taip:

T (g;) ¢ (r) = ¢ (A 'r)

2

Aibé visy tiesiniy operatoriy veikiangiy erdvéje V taip pat yra vektoriné erdvé End (V) = V ® VI
H €End(V)= H:VxV' = C ir tiesiskumas H (ap, v = aH (p,v1)
) — T T
Analogija tarp operatorinio uZzradymo H (o1 + %’ o )b_TH—Qzlh}w ) +TH (p2:97)
ir funkcinio uzraSymo T (SOJra (8 ) = (;Pﬂ? ) T
J erdve V® VT indukuojamas jvaizdis pagal jau naudotq taisykle
T () H (,07) = H (T (971) 0.7 (97) v)

T (g:) HT™ (i) == TOD (g;) vec [H] — T (g:) ® T* (gs) vec [H]
matricom

vektorizuotom matricom




Hamiltoniano tikriniy vektoriy klasifikavimas pagal

neredukuojamus grupeés jvaizdzius

Turime Hamiltoniang H kuris transformuojasi kaip grupés trivialaus jvaizdzio vektorius.
T(g:) HT " (9:) = H

Vektorine erdve V galim supjaustyti pagal operatoriaus H tikrinius poerdvius
arba pagal grupés neredukuojamy jvaizdziy invariantinius poerdvius.

V= @ V,, V= g VW
1=1,....m yel',t
Pagrindinis teiginys: fiksuotas V. susideda i “sveiky” invariantiniy poerdviy V(! sumos.
Vido pasitlytas jrodymas: [0}
V(;)t — V\ N V| norime parodyti, kad = ye

Konstruojame ortogonaly komplementg V(®) = V(V)t/VQ)t = VMt g V(;)t
Jei V(;)t 4 {0} ,tai 0#v € VE\'Y)t paveiktas visais jvaizdZio operatoriais apgaubs visg

erdve: spang {T (gi) Vv :g; € G} =yt

n

O tuomet bet kokiam nenuliniam vektoriui is V(®) galime paragyti v&) = Z ¢;T (g;)v

j=1
T (D) T (0 v — AU\ Fro — T Vo — (A Vektorius yra tikrinis su ta
Hv Z e HT (9;)v Z e (g9) Hv = A Z T (95) v =Av pacia tikrine verte!
(gavome priestara)




Pavizdys: 1-mate kvantine sistema

1-matéje erdvéje R turime uzduotg grupés Cs = {¢e, o} veikimq

er=r, or=-r, VreR

| funkeijy erdve V= {p: R — C} indukuojamas jvaizdis pagal taisykle 7 (g;) ¢ (r) = ¢ (g; 'r)

(3

Tokia erdvé lengvai skaidoma j neredukuojamus jvaizdZius ~ Vg 3 @sym (—T) = @gym (1)

, Va2 ¢a (—I‘) = —Pa (I‘)
Hamiltonianas su simetriniu potencialu: H = a2 T V), V(-r)=V(r)
r

Ar Hamiltonianas transformuojasi kaip trivialaus jvaizdZio vektorius erdvéje V@ VT 2

TV E)T " (0)p)=T(0)V()p(-r) =V ()¢ ) =T (0)V ()T (o) =V (r)
7o) ()77 @00 =T(0) (3 ) ¢ (1) = T @) (1) =~ () = T0) (5 ) T ) == (31

r

Tai gi visos tikriés blsenos yra arba ¢sym (r) arba ¢, (r).

Elektrinio dipolio operatorius d = er transformuojasi taip:
T (6)dT ' (0)p(r) =eT (0)ry(—r) = —ero (r) = T (0)dT ! (o) = —d

Todél pagal Wigner-Eckart’o teoremq: (¢sym2; d¥sym1) = (@a2, d@ar) =0




Pavizdys: 3-matéje erdvéje Hamiltonianas su sukimo simetrija D:

Turime ploks¢io trikampio 3-matéje erdveéje posukiy grupe D3 = {E, Ry, Rs, R3, R4, R5}, kuri
SUSkglG ! tris klases O() = {E} , Ol = {Rl, RQ} , CQ = {Rg, R4, R5}

1 0 0 —1/2 —V/3/2 0 -1/2  V3/2 0
Naturalus jvaizdis R? erdvéje: E = ( 0 ) , Ry = ( V3/2 —1/2 0 ) , Ry = ( —V3/2 —1/2 0 )
1 0 0

0 1

0 0 0 1 0 1

-1 0 0 1/2  —v3/2 0 1/2 V3/2 0

Rs=| 0 1 0 |,Re=1[ —V3/2 -1/2 0 |,Rs=1| +3/2 —-1/2 0

0 0 —1 0 0o -1 0 0 -1
.. T oex . . . SRS A< B S ' d
Erdvéje V ® V' iSvestinés vektorius transformuojasi taip 7' (R;) (dq) T Y (Ry) = ;::1 (Ri) g (dp)

Tuomet kinetinés energijos vektorius transformuojasi taip

T (R:) (Z (fq) 71 (R,) = Z #y (5) Z (Ro)., (j)]
= > R, ()= Y (R?>q8(d§;)—p; e () =2 o

3
q,p,s=1

T(Ri) (£), 77" (Ri) o (r) =T (Ri) (v), 0 (Rir) = (R; 'r) o (x) = T (R) (8), T (Ri) = ) (Ri),,, (E),
p=1
Atrankos taisyklés elektrinio dipolio operatoriui gaunamos i§ Wigner-Eckart’o teoremos:

(Sp(tr),dz(/b(tr)) _ <¢(2d)7czz¢(tr)) _ <¢(alt)7a?z¢(alt)> _ (Sp(zd),dz(b(alt)) —0

(gpur),gx’yqb(tr)) _ (¢<alt>,czx’y¢<tr>) _ (¢<alt>,gx’y¢<alt>> —0
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