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Grupę sudaro bet kokia aibė     , kurioje yra apibrėžta binarinė 
operacija turinti sekančias savybes:

G = {g1, g2, g3, . . .}

gi · gj = gk ∈ G(i) pilnumas

(gi · gj) · gk = gi · (gj · gk)(ii) asociatyvumas

e · gi = gi · e = gi(iii) vienetinis elementas

gi · g−1
i = g−1

i · gi = e(iv) atvirkštinis elementas

Pavyzdys 1: G = {0, 1, 2, . . . , n− 1}
gi · gj = (gi + gj) mod n

Pavyzdys 2: G = {1, 2, . . . , p− 1}
gi · gj = (gigj) mod p

Pavyzdys 3:
(

1 2 3
2 3 1

)
∈ S3

(
1 2 3
2 3 1

)
·
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
2 1 3

) Pavyzdys 4: A ∈ GLn (C) det (A) �= 0

A ·B = AB

Tam, kad įrodyti atvirkštinio elemento egzistavimą, galima pasinaudoti mažają Ferma 
teorema [Alkauskas, G. The American Mathematical Monthly, 116(4), 362–364 (2009)]

Grupės apibrėžimas ir keleta pavyzdžių



T̂ (gi) ∈ GLn (C) T̂ (gi) T̂ (gj) = T̂ (gi · gj) T̂ (e) = 1n

arba

Grupes įvaizdis yra funkcija veikianti grupės elementą ir gražinanti tiesinį operatorių.

T̂ : G → GLn (C)T̂ : G → Aut (Cn)

r ∈ RnV = {ϕ : Rn → C}
RnAiJei turime įvaizdį        veikiantį vektorinėje erdvėje        , tai galime perkelti grupės veikimą į 

vektorinę erdvę      , t.y. į erdvę sudarytą iš visų funkcijų nuo vektoriaus

Indukuotas įvaizdis gaunamas, kai veikimas apibrėžiamas taip:
T̂ (gi)ϕ (r) = ϕ A−1

i r
)

Aibė visų tiesinių operatorių veikiančių erdvėje     taip pat yra vektorinė erdvėV End (V) = V⊗ V†

Ĥ ∈ End (V) ⇒ H : V×V† → C ir tiesiškumas H aϕ,ψ†) = aH ϕ,ψ†)

H ϕ1 + ϕ2, ψ
†) = H ϕ1, ψ

†)+H ϕ2, ψ
†)

H ϕ, bψ†) = bH ϕ, ψ†)

H
(
ϕ,ψ†

1 + ψ†
2

)
= H

(
ϕ,ψ†

1

)
+H

(
ϕ,ψ†

2

)
Analogija tarp operatorinio užrašymo 
ir funkcinio užrašymo

H ϕ,ψ†) ⇐⇒ ψ†
(
Ĥϕ

)

Į erdvę                indukuojamas įvaizdis pagal jau naudotą taisyklęV⊗ V†

T̂ (1,1) (gi)H ϕ,ψ†) = H
(
T̂ g−1

i

)
ϕ, T̂ ∗ g−1

i

)
ψ†

)

T̂ (gi) ĤT̂−1 (gi) ⇐⇒ T̂ (1,1) (gi) vec
[
Ĥ
]
= T̂ (gi)⊗ T̂ ∗ (gi) vec

[
Ĥ
]

matricom     vektorizuotom matricom

Grupės įvaizdžiai, indukuotas įvaizdis



Turime Hamiltonianą        kuris transformuojasi kaip grupės trivialaus įvaizdžio vektorius.Ĥ

T̂ (gi) ĤT̂−1 (gi) = Ĥ

Vektorinę erdvę      galim supjaustyti pagal operatoriaus       tikrinius poerdvius 
arba pagal grupės neredukuojamų įvaizdžių invariantinius poerdvius.

V

V = ⊕
i=1,...,m

Vλi
V = ⊕

γ∈Γ,t
V(γ)t

Ĥ

Pagrindinis teiginys: fiksuotas        susideda iš “sveikų” invariantinių poerdvių           sumos.Vλi V(γ)t

Vido pasiūlytas įrodymas:
V(γ)t

λ = Vλ ∩ V(γ)t =

{
{0}
V(γ)t

norime parodyti, kad

Konstruojame ortogonalų komplementą V(∆) = V(γ)t/V(γ)t
λ = V(γ)t � V(γ)t

λ

Jei                    ,tai                    paveiktas visais įvaizdžio operatoriais apgaubs visą            
erdvę:

V(γ)t
λ �= {0}

spanC

{
T̂ (gi)v : gi ∈ G

}
= V(γ)t

0 �= v ∈ V(γ)t
λ

O tuomet bet kokiam nenuliniam vektoriui iš          galime parašytiV(∆) v(∆) =
n∑

j=1

cj T̂ (gj)v

Ĥv(∆) =
n∑

j=1

cjĤT̂ (gj)v =
n∑

j=1

cj T̂ (gj) Ĥv = λ
n∑

j=1

cj T̂ (gj)v = λv(∆) vektorius yra tikrinis su ta 
pačia tikrine verte! 
(gavome prieštara)

Hamiltoniano tikrinių vektorių klasifikavimas pagal 
neredukuojamus grupės įvaizdžius



1-matėje erdvėje       turime užduotą grupės      veikimąR C2 = {e, σ}

er = r, σr = −r, ∀r ∈ R
Į funkcijų erdvę          indukuojamas įvaizdis pagal taisyklęV = {ϕ : R → C} T̂ (gi)ϕ (r) = ϕ g−1

i r
)

Tokia erdvė lengvai skaidoma į neredukuojamus įvaizdžius Vsym � ϕsym (−r) = ϕsym (r)

Va � ϕa (−r) = −ϕa (r)

Hamiltonianas su simetriniu potencialu: Ĥ = − d2

dr2
+ V̂ (r) , V̂ (−r) = V̂ (r)

Ar Hamiltonianas transformuojasi kaip trivialaus įvaizdžio vektorius erdvėje       ?V⊗ V†

T̂ (σ) V̂ (r) T̂−1 (σ)ϕ (r) = T̂ (σ)V (r)ϕ (−r) = V (r)ϕ (r) ⇒ T̂ (σ) V̂ (r) T̂−1 (σ) = V̂ (r)

T̂ (σ)

(
d

dr

)
T̂−1 (σ)ϕ (r) = T̂ (σ)

(
d

dr

)
ϕ (−r) = −T̂ (σ)ϕ′ (−r) = −ϕ′ (r) ⇒ T̂ (σ)

(
d

dr

)
T̂−1 (σ) = −

(
d

dr

)

Tai gi visos tikriės būsenos yra arba      arba        .ϕsym (r) ϕa (r)

Elektrinio dipolio operatorius    transformuojasi taip:d = er

T̂ (σ)dT̂−1 (σ)ϕ (r) = eT̂ (σ) rϕ (−r) = −erϕ (r) ⇒ T̂ (σ)dT̂−1 (σ) = −d

Todėl pagal Wigner-Eckart’o teoremą: (ϕsym2,dϕsym1) = (ϕa2,dϕa1) = 0

Pavizdys: 1-matė kvantinė sistema



Turime plokščio trikampio 3-matėje erdvėje posūkių grupę              , kuri 
suskyla į tris klases

D3 = {E,R1, R2, R3, R4, R5}
C0 = {E} , C1 = {R1, R2} , C2 = {R3, R4, R5}

Naturalus įvaizdis  erdvėje:R3 E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , R1 =




−1/2 −

√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1



 , R2 =




−1/2

√
3/2 0

−
√
3/2 −1/2 0
0 0 1





R3 =




−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 , R4 =




1/2 −

√
3/2 0

−
√
3/2 −1/2 0
0 0 −1



 , R5 =




1/2

√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 −1





Erdvėje        išvestinės vektorius transformuojasi taipV⊗ V†
T̂ (Ri)

(
d

dq

)
T̂−1 (Ri) =

3∑

p=1

(Ri)pq

(
d

dp

)

Tuomet kinetinės energijos vektorius transformuojasi taip

T̂ (Ri)

(
3∑

q=1

d2

dq2

)
T̂−1 (Ri) =

[
3∑

q,p=1

(Ri)pq

(
d

dp

)][ 3∑

q,s=1

(Ri)sq

(
d

ds

)]

=
3∑

q,p,s=1

(Ri)pq (Ri)sq

(
d2

dpds

)
=

3∑

q,p,s=1

(Ri)pq RT
i

)
qs

(
d2

dpds

)
=

3∑

p,s=1

δps

(
d2

dpds

)
=

3∑

s=1

d2

ds2

Atrankos taisyklės elektrinio dipolio operatoriui gaunamos iš Wigner-Eckart’o teoremos:

T̂ (Ri) (r̂)q T̂
−1 (Ri)ϕ (r) = T̂ (Ri) (r)q ϕ (Rir) = R−1

i r
)
q
ϕ (r) ⇒ T̂ (Ri) (r̂)q T̂

−1 (Ri) =
3∑

p=1

(Ri)pq (r̂)p

(
ϕ(tr), d̂zφ

(tr)
)
=

(
ϕ(2d), d̂zφ

(tr)
)
=

(
ϕ(alt), d̂zφ

(alt)
)
=

(
ϕ(2d), d̂zφ

(alt)
)
= 0

(
ϕ(tr), d̂x,yφ

(tr)
)
=

(
ϕ(alt), d̂x,yφ

(tr)
)
=

(
ϕ(alt), d̂x,yφ

(alt)
)
= 0

Pavizdys: 3-matėje erdvėje Hamiltonianas su sukimo simetrija D3
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