
5. Sklaida kuloniniu potencialu.

Jeigu potencialo veikimo spindulys nėra baigtinis, tai r → ∞ atveju Šredingerio lygtyje

V (r) mažėja sparčiau už i̧ centrinės energijos h̄2l(l + 1)/2µr2, radialiosios Šredingerio lygties

sprendinys (4 paskaita (4.3) arba (4.34) formulės) asimptotikoje turi sinusa̧ , t.y. ji̧ galima

užrašyti sueinančiu̧ i̧ centra̧ ir ǐseinančiu̧ ǐs centro sferiniu̧ bangu̧ superpozicija. Vietoje poten-

cialo i̧ rašius dvieju̧ krūvininku̧ sa̧veikos potenciala̧ V (r) = −Z1Z2e
2/r, gaunama ši Šredingerio

lygtis:
d2ul

dr2
+

2µ

h̄2

[

E −
h̄2l(l + 1)

2µr2
−
Z1Z2e

2

r

]

ul = 0. (1)

r → ∞ atveju ši lygtis nepereina i̧ laisvos dalelės judėjimo lygti̧ . Vietoje jos gauname kita̧ lygti̧ :

d2ul

dr2
+

2µ

h̄2

[

E −
Z1Z2e

2

r

]

ul = 0, (2)

kurios sprendiniai niekada nepereina i̧ (4.37) sinusoidȩ . (2) lygties sprendini̧ galima užrašyti

dvieju̧ funkciju̧ sandauga:

ul(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

∼ e±i(kr−n ln r), (3)

kur k – dalelės judėjimo kiekis, o n – bedimensinis parametras, kuris priklauso nuo krūviu̧ ir

sklaidomos dalelės greičio:

n =
µZ1Z2e

2

h̄2k
= Z1Z2

e2

h̄v
=
Z1Z2

137

(

v

c

)−1

. (4)

Čia pasinaudota smulkiosios sandaros konstanta α = e2/h̄c = 137, norint gauti n priklausomybȩ

nuo v ir c. (3) ǐsraǐska̧ i̧ rašius i̧ (2), galima i̧sitikinti, kad ul(r) tenkina laisvos dalelės banginȩ

lygti̧ . Ǐs (3) matome, kad bet kokioms n vertėms, asimptotiniame sprendinyje yra logaritminė

fazė.

Ǐs kvantinės mechanikos žinome, kad (1) lygties sprendini̧ diskretinio spektro būsenoms ga-

lima ǐsreikšti ǐssigimusia hipergeometrine funkcija F (a, b, z). Ta̧ pati̧ galima padaryti ir E > 0

atveju. Padarykime pakeitima̧

ul(r) = rRl(r) = rl+1eikrfl(r) (5)

ir i̧ rašykime i̧ (1). Gauname nauja̧ lygti̧ :

r
d2fl

dr2
+ [2ikr + 2(l + 1)]

dfl

dr
+ [2ik(l + 1) − 2nk]fl = 0. (6)

Ji yra tokia pat, kaip ir lygtis ǐssigimusiai hipergeometrinei funkcijai:

z
d2

dr2
F (a, b, z) + (b− z)

d

dz
F (a, b, z) − aF (a, b, z) = 0. (7)
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Pažymėkime atitinkamai F (a, b, z) ir G(a, b, z) reguliaru̧ ji̧ ir nereguliaru̧ ji̧ nulyje ǐssigimusios

hipergeometrinės lygties sprendinius. Kai kurios ju̧ savybės, kuriu̧ gali prireikti, yra šios:

F (a, b, z)

∣

∣

∣

∣

z→0
= 1 +

a

b

z

1!
+
a(a+ 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+ · · · , (8)

F (a, b, z)

∣

∣

∣

∣

z→∞

=
Γ(b)

Γ(b− a)
(−z)a

[

1 +
(a− b+ 1)

z

]

+
Γ(b)

Γ(a)
ezza−b + · · · , (9)

G(a, b, z)

∣

∣

∣

∣

z→0
∼ z1−b, (10)

G(a, b, z)

∣

∣

∣

∣

z→∞

= 1 +
ab

1!z
+
a(a+ 1)b(b + 1)

2!z2
+ · · · . (11)

Čia Γ(a) – gama funkcija.

(6) lygties bendrasis sprendinys yra tiesǐskai nepriklausomu̧ sprendiniu̧ superpozicija:

ul(r) = rl+1eikr {ClF (l + 1 + in; 2l + 2;−2ikr) +DlG(l + 1 + in; 2l + 2;−2ikr)}

≡ ClFl(r) +DlGl(r), (12)

kur Cl ir Dl – laisvai parenkamos konstantos, o funkciju̧ ǐsraǐskos yra šitokios:

Fl(r) ≡ rl+1eikrF (l + 1 + in; 2l + 2;−2ikr), (13)

Gl(r) ≡ rl+1eikrG(l + 1 + in; 2l + 2;−2ikr). (14)

Jos vadinamos reguliaria̧ ja ir nereguliaria̧ ja kuloninėmis banginėmis funkcijomis. Esant didelės

r reikšmėms, jos elgiasi kaip

Fl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

∼ sin(kr − lπ/2 − n ln 2kr + σl), (15)

Gl(r)

∣

∣

∣

∣

r→∞

∼ cos(kr − lπ/2 − n ln 2kr + σl). (16)

Čia pažymėta

σl = arg Γ(l + 1 + in). (17)

Taške r = 0 dėl sa̧ lygos ul(0) = 0 (12) ǐsraǐskoje lieka tiktai reguliarusis sprendinys. Todėl

reikia parinkti Dl = 0. Dabar galima užrašyti dalelės sklaidos kuloniniu potencialu banginȩ

funkcija̧ :

ψc(r) =
∞
∑

l=0

ul(r)

r
Pl(cos θ) =

1

r

∞
∑

l=0

ClFl(r)Pl(cos θ). (18)

Jeigu konstanta̧ Cl parinktume šitokia̧ :

Cl =
(2ikr)le−nπ/2Γ(l + 1 + in)

(2l)!
, (19)
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tai r → ∞ banginės funkcijos ψl(r) pavidalas būtu̧ panašus i̧ dalelės, sklaidomos baigtinio

veikimo spindulio potencialu, banginės funkcijos asimptotika̧ (2.47):

ψc(r) = ei[kz+n lnk(r−z)] + fc(θ)
ei[kr−n ln 2kr]

r
. (20)

(20) ǐsraǐskoje kuloninės sklaidos amplitudė yra šitokia:

fc(θ) =
1

2ik

∑

l

(2l + 1)
(

e2iσl − 1
)

Pl(cos θ)

=
1

2ik

∑

l

(2l + 1)

(

Γ(l + 1 + in

Γ(l + 1 − in)
− 1

)

Pl(cos θ). (21)

(20) ir (21) ǐsraǐskos surastos, panaudojant (15) formulȩ , gama funkcijos savybȩ Γ(z+1) = zΓ(z),

sinx = (1/2)(eix − e−ix) ir e2ix = Γ(1 + ix)/Γ(1 − ix). Pirmasis narys (20) ǐsraǐskoje aprašo

sklaidoma̧ja̧ , o antrasis – ǐssklaidyta̧ ja̧ bangas. Jos skirtumas nuo (2.47) formulės yra tas,

kad jos ǐskraipytos logaritminės fazės daugiklio. Čia pasireǐskia kuloninio potencialo toliasiekis

veikimas. Tačiau, šie ǐskraipymai nėra esminiai sklaidomu̧ daleliu̧ srauto tankio suradimui ir

sklaidai toli nuo kuloninio centro.

Norint surasti kuloninės sklaidos diferencialini̧ skerspjūvi̧ , reikia žinoti sklaidomu̧ daleliu̧

srauto tanki̧ j0. Jis surandamas pagal (2.50) formulȩ arba Bandzaičio ir Grabausko vadovėlio

(4.4) formulȩ (psl. 75) (netinka r = z atveju, t.y. sklaida pirmyn):

j0 = h̄k/µ. (22)

Analogiˇkai surandamas ir ǐssklaidytu̧ daleliu̧ srautas j1:

j1 =
|fc|

2

r2
h̄k

µ
. (23)

I̧ rašome (22) ir (23) i̧ diferencialinio skerspūvio apibrėžima̧ (2.49) ir surandame kuloninės sklai-

dos diferencialinio skerspjūvio ǐsraǐska̧ :

dσc

dΩ
= |fc|

2. (24)
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