Daugiadalelé sklaidos teorija

7. Elastiné ir neelastiné daleliu sklaida struktirine dalele Borno artinyje.
Borno artinys kaip pirmasis perturbaciju teorijos artinys.

Nagrinéjant daleliy sklaida sudétingos sandaros sistema, susiduriama su naujomis savokomis,
kuriy nebuvo sklaidos potencialu teorijoje. Tai — daugiadalelis saveikos pobiidis, suzadinimas,
jonizacija ir kt. Pradedant nuo paprasciausio metodo — perturbaciju teorijos — bus ivesti svar-
biausi terminai ir zyméjimai.

Dalele = vadinsime elektrona, protona, neutrona ar kita krtvininka, kuris susiduria su
atomu, branduoliu, molekule. Pastaruosius vadinsime taikiniu A. Dalelés ir taikinio visuma bus

vadinama sistema. Elastinés ir neelastinés sklaidos procesai bus atitinkamai uzrasomi:
r+A—x+ A,

r+A—a + A" (1)

I daleliu, tapatinguma ir sukini pradzioje neatsizvelgsime. Laikysime, kad taikinys A yra be
galo sunkus, lyginant su dalele z, t.y. nekreipsime démesio i skirtumus tarp sistemos svorio
centro ir laboratorinés koordinaciy sistemuy.

Taikinio A vidinius kintamuosius zymésime &, dalelés x erdvine koordinate — r. Hy yra laisvo

taikinio hamiltonianas. Jo tikrinés funkcijos ®,(§) = |n) ir tikrinés energijos ¢, surandamos,

sprendziant stacionariaja, Sredingerio lygti:
Ha®,(€) = £,®,(€), n=0,1,2,.... (2)

Taikinio pagrinding busena pazymeékime ®((£), o jos energija prilyginkime nuliui (¢, = 0), t.y
suzadinty, busenuy energijas matuokime nuo pagrindinio lygmens. Diskretiniu busenu funkcijos

ortogonalios
(@n ()P () = d(n,n) (3)
ir kartu su tolydinio spektro funkcijomis sudaro pilna, funkciju rinkini

> Pa(§)2;(¢) = 6(6 - ). (4)

(4) israiskoje sumos zZenklas reiskia sumavima pagal taikinio diskretini ir integravima pagal

tolydinji spektra,.



Tegul K = —h?V?2/2u bus dalelés kinetinés energijos operatorius, V = V(£,1) — jos saveikos

su taikiniu operatorius. Pilna sistemos hamiltoniana galima uzrasyti Sitaip:
H=Hp+K+V=Hy+V, (5)

kur
ﬁ 0= lff A+ f( (6)
yra sistemos i§ tarpusavyje nesaveikaujaciu dalelés (K ) ir taikinio (ﬁ A) hamiltonianas, o V-

Sios sistemos perturbacijos operatorius.

Sistemos peréjimo i$ pagrindinés busenos |0) i kazkuria diskreting |n) busena diferen-

cialiniam skerspjuviui do/dS2 surasti pasinaudosime pirmuoju perturbaciju teorijos artiniu. IS
kvantinés mechanikos zinoma, kad sistemos peréjimo i tolydinio spektro busena, veikiant pa-
stoviam trikdziui, spartos tankis uzrasomas formule (A.Bandzaitis ir D.Grabauskas ”Kvantiné
mechanika”, p. 156, (6.48) formulé):

d\ 27

= (7)

p(Er,7)

2
@7

Ep=E;
Cia v — visuma kvantiniu skaiciu, kurie kartu su energija E ¢ pilnai apraso nesutrikdytos sistemos

galing busena \II;O), kur {f} = {E},~v}. Musy atveju

v =Wl (r,€) = TPy (€), (8)
W =) (r,€) = TP, (0), (9)

kur k;=p;/h ir ky=ps/h — krentancios ir isklaidytos daleliy banginiai vektoriai (judéjimo

kiekiai p; ir py). Galinés busenos energija

Py
Ef=— . 10
f 2,“ + En ( )
IS energijos tvermeés désnio seka, kad
2 2
Py D;
= =1 11
2 T =, (11)

Papildomo kvantinio skai¢iaus vaidmeni (7) formuléje vaidina dalelés islékimo kryptis, kuri
aprasoma vienetiniu vektoriumi l%f = ky/|ks|. Todél vietoje dy (7) formuléje galima irasyti
erdvinio kampo elementa df) = sinf0dfd¢o, kur 0 ir ¢ — sklaidos polinis ir azimutinis kampai.
Dabar suolio [0) — |n) spartos tankis (7) perrasomas Sitaip:

2

dn _ 2w pn,ky). (12)

- — 2Tk |k
dQ h < f7n|V| 270>




Is (12) matyti, kad galiniy busenu tankis p(n, k r) priklauso tiktai nuo banginio vektoriaus k.
Busenu tankio israiska priklauso nuo galinés busenos banginés funkcijos \Ill(g) (r,£) normavimo.

Ji turi tenkinti pilnumo salyga:

3 / v U (&) pn. kp)dEgdQ = 6(r — v')3(E — £). (13)

Is (9) formulés matyti, kad normavimo konstanta lygi vienetui. Tuomet

p(n,ky) — p(ky) = ppy/(2wh)°. (14)

Jeigu funkcija \I/( ) (r,{) normuotume kitaip, pavyzdziui,

‘I'fz?%cf(raf) = Weikfrq’n(@ (15)
arba

(0) _ HPf  iksr

Uiy (00 =\ e () (16)

tuomet ir biiseny tanki reikétu pakeisti atitinkamai i
pky) = ppy, (17)

plks) = 1. (18)

Taigi, galutiniam rezultatui neturi reikSmés, koki normavimo daugikli parenkame funkcijai
\Ifff’{(f(r,g), jeigu sutinkamai su (13) salyga teisingai parenkame galiniy busenu tanki p(n, k).
Jie turi buti tarpusavyje suderinti. Pakeitus galinés bisenos funkcijos normavimo daugikli,
pasikei¢ia ir biisenu tankis.

Irasius (14) i (12), gaunama Suolio i$ taikinio pagrindinés busenos |0) i suzadinta diskreting
busena |n) tikimybé per laiko vieneta i iSlekianciy daleliy vienetini erdvini kampa. Tikimybe
padalinus i$ sklaidomu daleliuy, srauto tankio jo, gaunamas diferencialinis skerspjuvis:

do 1 dA
— = 1
aQ  jo a0’ (19)

jo surandamas pagal srovés tankio (2.50) formule j(r) = (—ih/2u)(¢*Vo — ¢Ve*), irasius

pradinés buisenos bangine funkcija, \If( ) K, (r,€), normuota, (8) salyga:
Jo=nk;/p=pi/p=vi (20)
Cia v; — krentanéiu i taikini daleliy greitis. Irasome (20) i (19) ir surandame diferencialinio

skerspjuvio iSraiska:
2

“:ﬁ<“ (21)

2
do MQ) ‘(kf,n]V|ki,0>

dQ)

3



Kai |n) = ]0), (21) formulé apraso elastinés sklaidos, o |n) # |0) — neelastinés sklaidos arba
suzadinimo diferencialini skerspjuvi.
(21) israiska, patogiau naudoti sitokiu pavidalu:

2

do Dl -B
do - D FnO(kkal) ) (22)
kur
Fly(kp. ko) = =5 (gl Vil 0) = —2og [ @30 V(e merao(©)d'rd’s  (23)
2mh 2mh

vadinama dalelés sklaidos sudétine sistema Borno amplitude. Atskiru atveju, kai taikinys
neturi vidinés struktiros, V(£,r) — V(r), p § —Pi, 0 (22) ir (23) formulés pereina i potencialinés

sklaidos (3.3) ir (2.48) formules.
Greitu elektronu elastiné sklaida

Surastas iSraiskas pritaikysime elektrony sklaidai atomais. Stengsimés taikyti taip, kad rezul-
tatai nepriklausytu nuo atomo banginiu funkciju konkretaus pavidalo. I daleliy tapatinguma
ir sukinius neatsizvelgsime.

Nagrinéjamu atveju perturbacijos operatorius 1% yra lygus sklaidomo elektrono saveikos su

atomo branduoliu ir visais Z atomo elektronais operatoriui:

Z
N 7Ze2 e?

V=V(r,r,... rg)=—-"—"+ (24)
r 2::1 Ir —r;]
Tuomet Borno sklaidos amplitude (23) galima uzrasyti Sitaip:
Z 2
o 3,. ,iqr * Ze? e
FB (ks k) = — /d q/@r,...,r — +
o Ly ] Bs ooty
><<I>0(r1,... ,rz)d37‘1 ...d?’rz. (25)

Cia q=k;—k;. (25) lygties pirmasis narys (—Ze?/r), aprasantis sklaidomo elektrono saveika su
atomo branduoliu, nelygus nuliui tiktai elastinei sklaidai, kuria dabar ir nagrinésime. Jei n = 0,

elastinés sklaidos Borno amplitudé yra:
2ue? 7 1, &
i (kp ki) = = =055 § =1+ (0 > (o)) 5. (26)
h° q A =

Cia integravimui pagal sklaidomo elektrono erdvine koordinate naudota formulé:

i(qr—qr;)
/eiqr 1 By = lar; /ﬂd&r = 4_721-6“11']' (27)
Ir — I'j‘ Ir — rj| q




ir {vestas pazymeéjimas

Z 00
(n] Z e'd|0) = /@;(rl, .., T7) [Z ezqrﬂ'] Do(ry,...,rz)d%r ... d°ry. (28)
j=1 j=1

Kai |n) = |0), (28) matricinis elementas yra lygus atomo pagrindinés busenos elektrony

tankio Furje atvaizdui:

Z . .
013 €10) = [ p(wyersed’, (29)
j=1

Z
pe(r) = (0] > 6(r —r;)[0), (30)
j=1

/d3'rpe(r) =Z.

Iveskime elektronu tankio formfaktoriy

@) = [ o ()

ir wzrasykime Borno sklaidos amplitude Sitaip:

B 2ue? Z

Fe]lg(kﬂki) = 7?{—1—{—]‘-@@1)}- (32)

Zinant amplitude, lengva uzrasyti elastineés sklaidos diferencialini skerspjavi:

dog do 9
= -1 e ’
(%) 11+ 7l (33)

ds)
kur (do/dQ?)r — elastinés sklaidos vienetiniu taskiniu kruviu (Rezerfordo) diferencialinis sker-
spjivis (3.29) (do/dQ)r = 4u>Z3 Z3e* ) (h1qh)).
Daznai atomu, pagrindinéje busenoje elektrony tankio pasiskirstymas buna sferiskai simetri-
nis, t.y.

pe(r) = p.(r). (34)

Tuomet formfaktorius (31) priklauso tiktai nuo perduoto judéjimo kiekio q modulio:

Fe(q) — Felq) (35)

ir nepriklauso nuo azimutinio kampo ¢. Tas pat buna ir asinés simetrijos atveju.

Formfaktoriaus normavimo salyga seka i$ (31)

nes

/pe(r)eio'rdz)’r =2Z.

b}



Esant maziems ¢, formfaktorius isreiskiamas elektronu apvalkalo vidutiniu spinduliu:

L o

Fe(q) =1- 5 (r3y +.... (36)

q—0
Irasius (36) i (32), matyti, kad, nors atomas vidutiniskai kvazineutrali sistema, tikimybé issklaidyti
elektrona, netgi labai mazais kampais nelygi nuliui:
etz
o0 90

doe
ds2

((r?))?. (37)

Cia pasireiskia kuloninés saveikos toliasiekiskumas. Diferencialinio skerspjavio (37) nereikéty,
priimti kaip patikimo rezultato, nes Borno amplitudé (36) yra reali ir ¢ = 0 atveju netenkina

optinés teoremos.
Atomu, suzadinimas greitais elektronais

Is (25) formulés seka, kad |n) # |0) atveju, kas atitinka neelasting sklaida, pirmasis narys,
aprasantis sklaidomo elektrono saveika su atomo branduoliu, lygus nuliui. Tuomet atomo
suzadinimo amplitudé isreiSkiama atomo neelastinés sklaidos formfaktoriumi F,0(q):

2ue? 1
Fuy(ky ki) = === 5 Fm (@), (38)

o suzadinimo diferencialinis skerspjiuivis, gaunamas i3 (33) atmetant vieneta, yra Sitoks:

do  py (do 9
=Y (F) 1Fa@r (39)

(38) ir (39) formulése neelastinés sklaidos formfaktorius yra apibréztas sitaip:

Z
Fro(a) = (n| Y M3(0),  |n) # |0). (40)
j=1
Panagrinékime neelastine sklaida, kai perduotas judéjimo kiekis mazas
¢ < 1/a, (41)

kur a — atomo vidutinius matmenis nusakantis parametras. Skleidziame (40) iSraiSkos eksponente
Teiloro eilute

, 1
elqr:1+iqr—§(qr)2—|—...,

atsizvelgiame i banginiu funkciju ortogonaluma ((n|0) = 0) ir maziems g gauname, kad nee-
lastinés sklaidos formfaktorius iSreiSkiamas elektrinio dipolinio Suolio operatoriaus matriciniu
elementu:

Fuolw)| =2 q@mD)0), (42)
g—0 €



kur
R A
= Z €I‘j. (43)
j=1

Taigi, jeigu perduotas judéjimo kiekis mazas, tai didziausia tikimybé yra suzadinti tuos lygmenis,
kuriems galioja elektromagnetiniy, E1 Suoliu atrankos taisyklés, t.y. galimi optiskai leistini
Suoliai:

L,=Lyo+x1, Ly,
{ Jn=Jo £ 1, Jo, (44)
Ty — —T5.
Cia 7, Zymi lygiskuma,.
Diferencialinis suzadinimo skerspjuvis. Atomo diskretinés busenos aprasomos apibréztu
judéjimo kiekio momentu. Kadangi i sukinius neatsizvelgiame, jos gali biiti aprasytos orbitiniu

judéjimo kiekio momentu. Nagrinéjame atomo suzadinima, i§ biisenos Lg i biisena, L,,:
A(Lo) +e— A (Lyp) + €. (45)

Jeigu judéjimo kiekio momento L orientacija néra apibrézta, o detektorius nejautrus L,, krypciai,
tai suzadinimo dalini (parcialini) skerspjuvi reikia sumuoti galinés ir vidurkinti pradinés busenos
projekciju My ir M atzvilgiu:

don,  ps (da) 1 z . )
n _Pr(29) - LM, S e 0L M) |2 46

Cia i (39) buvo irayta (40). Dalinj skerspjivi reikia skirti nuo skleidinio dalinémis bangomis
atskiro nario diferencialinio skerspjuvio, todél ji geriau vadinti parcialiniu diferencialiniu sker-
spjuviu.

Sumavimui pagal My ir M,, atlikti reikia eksponente (46) iSraiskoje iSskeisti dalinémis ban-

gomis pagal (4.4) ir (4.6) formules:

Z
Zezqr _ Z (22 +1) Z A(qrj) Pr(cos )

A=0

Z
=> 4mi* | Y a(gr) V() | Yy, (Rg). (47)
A

Jj=1
Cia n; ir g — vektoriy r; ir q krypéciu vienetiniai vektoriai, o 0, — kampas tarp siu krypciu.

Pagal Vignerio ir Ekarto teorema matriciniai elementai susiejami su submatriciniais Sitaip:

& A Ly L
(LMol Y- inars Yo 0LoMe) = | o 3 1|

j=1



Z

X (nLn|| > ix(qr;)Yau(7;)]|0Lo), (48)
j=1
kur g
Fi)(q) = (nLa|| S jalar;)Yau(#;)]|0Lo) (49)
j=1

vadinamas multipoliniu formfaktoriumi. (48) israiskoje gali bati (2L, + 1)~'/? daugiklis,
priklausomai nuo submatricinio elemento apibrézimo.

Irasome (48) i (46) ir, pasinaudoje Klebso ir Gordano koeficienty savybémis sumavimui
pagal My ir M,,, surandame Suolio |0) — |n) diferencialinio skerspjuvio israiska, multipoliniais

formfaktoriais:

do do )2 do™
a0 - <dQ) 2L0+1Z‘ @) _; aQ (50)

Is (50) formulés matyti, kad sumavimo pagal My ir M, pasekoje nebeliko priklausomybés nuo

perduoto judeéjimo kiekio krypties.

Pasinaudojus jx(qr)|,_ o~ (¢7)*/(2A + 1)!! israiska, galima surasti, kad maziems ¢, multi-

r—0

poliniai formfaktoriai elgiasi Sitaip:

A
FX @yt /o~ 0 (51)

Kadangi Rezerfordo diferencialinis skerspjtivis (do/d2) g ~ 1/¢*, gauname, kad

do™ 1
dQ) ‘q<<1/a~ g2

(52)

Bet kokio parcialinio Suolio diferencialinis skerspjuvis niekada nepasidaro begalinis # = 0 kampui,
nes ¢min = kij—ky > 0, kuo suzadinimo diferencialinis skerspjtivis ir skiriasi nuo elastinés sklaidos
diferencialinio skerspjuvio.

Pilnutinis suzadinimo skerspjuvis surandamas diferencialini skerspjuvi integruojant vi-

somis iSsklaidyto elektrono kryptimis:

doy,
doy, = | —=df).
o 70 (53)

Kadangi Borno artinyje do/dQ? nuo sklaidos kampu priklauso per perduota judéjimo kieki g,

patogu integravima, kampu atzvilgiu pakeisti integravimu pagal perduota judéjimo kieki:

d QMaz:ki‘i'kf d d
ﬂdQ_zw/ D 471 (54)
ds? Gmin=ki—ky  dS kiky
Siam peréjimui panaudotas sarysis:
¢ = (ki — k¢)® = k7 + k7 — 2kiky cos 0, (55)

8



2qdq = —2k;kd(cos 0) = 2k;k ¢ sin 6d6,

qdq
kiky'

dQ) =27

kuris seka is vektoriu k;, k¢, ir q trikampio, pavaizduoto 1 pav.

K¢

1 pav. Perduoto judéjimo kiekio q suradimas.

Mazoms ¢ reikéméms, kai galioja dipolinis artinys (A = 1), diferencialinis skerspjuvis, nau-

dojant (52)formule, elgiasi Sitaip:

do™ 1

CASS (56)
dQ) q?

(53) integrala lengva suintegruoti tuomet, kai ¢ mazas ir didziausia indélj duoda dipoli-
nis narys iqr i§ e'@ skleidinio Teiloro eilute (pirmojo nario indélis lygus nuliui dél banginiy
funkciju ortogonalumo). Jo submatricini elementa galima isreiksti osciliatoriaus stiprumu f,
o diferencialini skerspjuvi (53) perrasyti Sitaip:

do B ﬁ4ue4 o B2 fro _ &2#%264 1

dol  _ ~ Fro- 57
ds? q<l/a  Di q* 2meen Pi Meen 2 " (57)

Tuomet galima surasti pilnutinio skerspjuvio aproksimacing formule, irasant (57) i (54),

o~ L0 1 (5) : (58)

FEe, En

kuri vadinama Bete formule. ¢ia ¢ = Eg — E,,, E — elektrono energija. Naudotos formulés

€n
%ﬂ,%mzm—@eg%,

V2uE
"

0=m, Qmax:ki+kf_)2ki:2



