G. Vektaris Kieto kitno fizika

Adiabatinis artéjimas

Hamiltono (Hamilton) funkcija klasikin¢je mechanikoje uzraSoma taip:
H=kinetin¢ energija + potenciné energija
Elektrony ir branduoliy sistemai tai galima uzrasyti Sitaip:

2 2

P
H=-—+
2m ' 2M

+V(r)+UR) +U(r,R). 3.1)

r ir p tai visy elektrony koordinatés ir impulsai, R ir P atitinkami dydziai branduoliams, V(r) —
elektrony saveikos energija, U(R) — branduoliy tarpusavio saveikos energija, U(r,R) -

branduoliy saveikos su elektronais energija. IS tikro reikéty raSyti

LN Lip? , (3.2)
2m  2mig

et U 1
V(r)— D , (3.3)
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¢ia N — elektrony skaicius bandinyje. Atitinkamus dydzius analogiSkai reikéty uzraSyti ir
branduoliams, turint galvoje, kad skirtingy branduoliy maseés gali buti skirtingos (t.y. jos priklausys
nuo sumavimo indekso ir stovés po sumos zenklu). Bet mes naudosimés supaprastintu (1) pavidalo
hamiltonianu, nes jis pilnai perteikia problemos esm¢ neuzgriozdindamas formuliuy indeksais ir
sumomis. Be to galima laikyti, kad (1) formuléje r={rs,rs,...,rn}, t.y. r ir analogiskai kiti kintamieji
prabéga reikSmiy aibeg.
Jei iskaitytume elektrony saveika su iSoriniu lauku, tai reikéty pridéti prie hamiltoniano dar
toki narj (mes to bent Siame skyrelyje nedarysime)
N
H, =—eEr=—eED r, (3.4)
i=1
Kvantin¢je mechanikoje Hamiltono operatorius /A gaunamas klasikin¢je Hamiltono
funkcijoje visus impulsus pakeiciant operatoriais pagal Sia schema

d

p — —ihV =—ih— 3.5
or
Taigi mikroskopinis kieto kiino hamiltonianas bus toks
n’ n’
H:—EVf —2MV§ +V(r)+U(r,R)+U(R) (3.6)

Norédami gauti stacionarias biisenas, sprendziame Sredingerio (E. Schrodinger) lygti

(H-E )y, (r,R)=0 (3.7)
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. . .- . " .- . . m Cqwe e
Uzdavinys yra labai sudétingas ir nei§sprendziamas, bet jame yra mazas parametras §Y; leidziantis

L . . . . . 1 - o
supaprastinti analiz¢. Laisvo elektrono ir protono masiy santykis A’Ze :@zS-IO *, o silicio

atomui (14 protony ir 14 neutrony) vieno elektrono ir branduolio % =107, Ir i§ tikro jei M — oo,

2
tai galima galvoti, kad nieko nepakenksime iSmesdami narj — 3Y;

V. i8 lygties (7) su hamiltonianu

(6). Imkime taip ir padarykime. Tada gausime kita hamiltoniana
2

H = —S’—mvf +V(r)+U(r,R)+U(R) (3.8)

a

Ir turésime kita lygti stacionarioms btisenoms skaiciuoti

(H,-¢,)9,(r,R)=0 (3.9)

Sioje lygtyje tikras kintamasis yra r — elektrony koordinatés. Kitas kintamasis R —
branduoliy koordinatés — &ia jeina tik kaip parametras. Si parametra reikia parinkti ir nuo jo
priklausys sprendinys. Vienas i$ biidy yra naudoti eksperimentines vertes. Véliau pakalbésime kaip
jis parenkamas.

Jei pazymésime

e&(R)=¢, -UR), (3.10)

tai gausime tokia lygti
hZ
[—2—V3 +V(r)+U(r,R)—e:(R)]<pn (r,R)=0 (3.11)
m

Tai lygtis elektronams, kuriy tiek banginé funkcija ¢, (r,R), tiek spektras € (R) priklauso nuo R.
Galima sakyti, kad tai Sredingerio lygtis elektronams branduoliy lauke, kai branduoliai nejuda
stovédami padétyse R. Jei §] uzdavini iSsprestume, tai kieto kiino energija Siame artutinume biity
e, =€, (R)+U(R) (3.12)

Taigi kieto kiino energija susideda i§ branduoliy kuloninés saveikos energijos ir elektrony
posistemés energijos, kuri stabilizuoja branduoliy stiimos jégas. Funkcija (12) yra labai sudétinga,
bet ja jau imanoma analizuoti. Ji priklauso nuo R, ty. & =¢,(R) ir turi turéti bent viena
minimuma, nes sistema pusiausvyroje blisenoje turi maziausia energija. Minimumas bus tokiame

taske R=Ry, kur traukos ir stimos jégos tarp atomuy ar molekuliy iSsibalansuoja.

2

2M

Grizkime prie pradinio uzdavinio. Palioje pradzioje mes iSmetéme narj — Vi -

branduoliy kineting energija ir gavome lygti elektronams nejudanciy branduoliy lauke. I§ tikro,

kristala suzadinus arba esant nenulinei temperatiirai, branduoliai svyruoja apie pusiausvyros padétis.
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Galy gale net ir kristalo nesuzadinus yra nuliniai branduoliy svyravimai. Taigi bandysime iSmestaji
narj iskaityti.

Pradékime nuo to, kad pastebésime, jog sunkiis branduoliai juda daug lé¢iau negu elektronai
ir jaucia tik vidutini elektrony sukurta lauka. Tai reiSkia, kad branduoliy banginé funkcija turéty
silpnai priklausyti nuo elektrony koordina¢iy. Vis délto kazkokia priklausomybé yra. Tad
uzraSykime pilno uzdavinio banginés funkcijos iSraiSka, kaip skleidini pilna elektroniniy funkcijy

¢,(r,R) baze, t.y.

v, (rR)=>®, (R, R) (3.13)

kur sumavimas pagal n suprantamas apibendrinta prasme, t.y. kaip sumavimas diskretiniame spektre
ir integravimas tolydiniame. Skleidimo koeficientai ® ,(R) tai musy jieSkomos branduoliy

banginés funkcijos.

Statykime (13) iSraiska i prading Sredingerio lygti

[ n’ V: +V(r)+U(r,R)—;—;4V§ +U(R)—E”:|Z<I)W(R)(pn(r,R):0 (3.14)

2m

Toliau pasinaudokime tuo, kad dali uzdavinio jau “iSsprendéme”, t.y. turime lygybe (11). Tada

gausime tokia lygti

2[—;—;V§ +€,(R)-E, ]GD,M (R)g,(r,R)=0 (3.15)

Dabar prisiminkime, kad V3 yra antros eilés diferencialinis operatorius, t.y. Vi =V, -V, taigi
teks naudotis funkcijy sandaugos diferenciavimo taisykle. UzraSykime praleisdami indeksus ir

argumentus

ViD=V, [0V, 0+0V,D|=

(3.16)
= 0Vip+2[V,0] [V @]+ oVia
Miisy lygtis tampa tokia
n’ V2 B
2(pl‘l(r’R) _2_M R+8I1(R)_E;1 q);m(R)_
! 2 (3.17)
= 20, RV, (R +2(V,0, (R R))- (V,@,, (r.R))

Tegul musy elektroninés funkcijos yra ortonormuotos (taip bus jei neturésime spektro iSsigimimo,

bet ir esant i$sigimimui funkcijas galima ortogonalizuoti), t.y. _[(pm (r,R)p, (r,R)dr =9, , tada

,m?
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lygti (17) dauginkime i§ kompleksiskai sujungtinés funkcijos ¢, (r,R) ir integruokime elektroniniy

m

kintamuju atzvilgiu. Gausime lygti
o,
- WVR +e,(R)-E, 1@, (R)= ZAW (R)®,(R), (3.18)

kur operatorius A, , (pusiau diferencialinis, pusiau daugybos) uzraSomas taip

hZ
2M

A, (R) =2 [ (1, R)V2 0, (. R)dr +2[ ) (r R)V 0, (. R)dr -V, | (3.19)

Lygtys (18) ir (11) yra ekvivalentiSkas pradinés lygties uzraSymas ir jei mokétume jas spresti,

gautume tiksly sprendini. Operatorius (19) vadinamas neadiabatiSkumo operatoriumi. Galima

1 1
parodyti, kad jis proporcingas (”%4)2 (kiti raso (%)4), tad daznai biina mazas. Paprastai jis
prilyginamas nuliui ir toks artutinumas vadinamas adiabatiniu arba Borno (M. Born) ir
Openheimerio (R. Oppenheimer) metodu. Tada gausime Sredingerio lygti dél adiabatinio

artutinumo funkcijos 6!1” (R) (tai galima laikyti nuliniu art¢jimu tiksliai funkcijai @, (R))

oo, = |= _
[— 2ap Ve tEn(R-E, }cp#m (R)=0 (3.20)

¢ia branduoliy potencing energija sudaro elektronu posistemés energija ir branduoliu kuloniné
saveika € (R) =€, (R)+U(R). Véliau kituose skyriuose nagrinédami branduoliy svyravimus ja
zymesime viena raide U(R) nejvesdami elektroniniy lygmeny numeracijos.

Matome, kad turime lygti, apraSancia branduoliy svyravimus potenciale €, (R). Ir turésime

tiek potencialy, kiek bus galimy elektroniniy konfigiiracijy, t.y. kiekvienai konfigiiracijai turésime

spresti nauja lygti. IS to seka, kad musy indeksas u i$ tikro skyla { du — elektroninio lygmens

v
nm

indeksa n ir svyravimy indeksa v . Taigi musy funkcijg pakeitus @, — @] = (indeksa kei¢iame ir

energijai £, — E, ) nuliniame artéjime ji taps tokia
' (R)=D'S

nm n n,m

(3.21)
O viso kristalo banginé funcija (13) adiabatiniame artéjime taps tokia (pakeitus 4 —nv)
v (r,R)=®) (R)p,(r,R) (3.22)

t.y. elektrony ir branduoliy posistemés tampa lyg ir nepriklausomos, nes sistemos sudétos i

nepriklausomy posistemiy banginé funkcija bus lygi posistemiy banginiy funkcijy sandaugai.
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Miisy pradinis uzdavinys suskilo i du: pradzioje sprendziame Sredingerio lygtj elektronams,
kai branduoliai nejuda ir gautus energijos lygmenis naudojame kaip potenciala branduoliy
svyravimams nagrinéti.

Toliau reikéty jvertinti adiabatinio artutinumo tinkamuma. PerraSykime (18) naudodamiesi

funkcijomis @)

[— ;—A;Vi +¢e,(R)—E! ](I),Vm (R)= ;Am’m,(R)(I)Xm,(R) (3.23)

Pradzioje ivertinsime operatoriaus A dydi grubiai. Tam dauginkime (23) i§ branduoliy
kompleksigkai sujungtiniy banginiy funkciju @) Dar daugiau, vietoje ju naudokime nulinio
artutinumo (adiabatines) funkcijas @' . Integruokime pagal branduoliy koordinates. Gausime
kristalo vidutinés energijos jvertinima

—| B o, = — — .

E =] [—WVR}D:dRﬂ.Cbnven (RYD,dR~[®"A,,®)dR = (324)

=<Ty>+<V,>-A
NeadiabatiSkumo narys A susideda 1§ dviejy daliy A=A, +A,, <T, > ir <V, > — branduoliy
posistemés vidutinés kinetiné ir potenciné energijos. Pastarosios pagal virialo teorema yra lygios.
Norint suskai¢iuoti A, reikia zinoti kaip elektroninés funkcijos ¢ priklauso nuo elektrony ir
branduoliy koordina¢iy r ir R. Jei elektronai kristale buty laisvi, tai ju banginés funkcijos
nepriklausyty nuo branduoliy koordinaciy ir tada A=A, = A, =0. Taigi adiabatinis artéjimas biity
visiskai tikslus.

Dabar tarkime, kad elektronai stipriai suriSti su branduoliais. Tada elektrony bangines
funkcijas galima iSreik$ti atominiy banginiy funkcijy kombinacija. Jei nesiskaitysime su elektrony

tarpusavio saveika, tai @(r,R) bus tiesiog atominiy funkcijy ¢, sandauga. Atominés banginés

funkcijos priklauso tik nuo koordinaiy skirtumo p,, =r,—R, (i ¢ia Zymi elektronus, o —

l

99 _0¢ dp _ 9 . 09 _0J¢ dp _0¢
OR dp oR 9Jp or Jp or Jp

branduolius). Taigi V.9, =-V, ¢, (gaunama i$
Taigi
A —ij V2 dr—iﬂj "V dr=—"t<T, > (3.25)
1_2M (pA R¢A _2mM (pA r(pA - M el .

Statistikiné fizika sako, kad sistemai esant termodinaminéje pusiausvyroje energija per jos laisvés
laipsnius pasiskirsto vienodai ir nepriklauso nuo masés (bet priklauso nuo temperatiros). Taigi

galime uzraSyti keleta sarySiy
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2 2
pel PB m
<T, >=<T,> arba =—4=—2arba p, =P, . |— 3.26

o 5 2m  2M Pa =15\ (3.26)

Tada (25) formulé tampa tokia

m
A = Y <T,> (3.27)

Antro neadiabatiSkumo nario jvertinimas buity toks

A, =2 %I(p;VR%dr [ @'V DdR = —%ZJ.(pZVFgDAdr [ @'V DdR =

1 2 , |m m
= < ><P,>=— P, |—=2-|—<T,>
VA R R VAR R D VAR VAR

1
Taigi adiabatinés pataisos yra mazdaug eilés (%y Bet tai tik ivertinimas, kuris gali konkreciu

(3.28)

atveju ir negalioti. Norint tiksliau {vertinti pataisy dydi, reikia uzraSyti jas trikdziy (pertubacijy)
teorijos pavidale.

Trikdziy teorija geriausia vystyti algebriniy, o ne diferencialiniy lygciy pavidale. Tam (23)
lygti 1§ kairés pusés dauginkime i§ nulinio (adiabatinio) artutinumo branduoliy funkcijos ir

integruokime pagal branduoliy koordinates

nm n m
m

ja:;'[ 2h V2 +e (R)— EV]QDV (R)dR = chp*v (R)A,, @, (R)IR (3.29)

Toliau pasinaudokime Sios iSraiSkos kairés pusés operatoriaus ermitiSkumu

(B -E" jq>*v (R)®" (R)dR = 2 [® ®A,, @, (R)dR (3.30)

m

Atrodyty, kad $ioje formuléje integralas integruojant branduoliy adiabatines @ " ir neadiabatines

m

bangines funkcijas i$ tikro yra neadiabatiniy funkcijy skleidimo koeficientas adiabatinémis

funkcijomis su atitinkamais indeksais. Per §i koeficienta gali biiti uzrasSytas ir deSinéje formulés
puséje stovintis integralas, t.y. tai bus neadiabatiSkumo operatoriaus matricinis elementas
adiabatiniy funkcijy bazéje padaugintas i$ skleidimo koeficiento. IS tikro viskas yra Siek tiek
sudétingiau, nes adiabatinio arté¢jimo branduoliy funkcijos, priklausancios skirtingoms
elektroninéms biisenoms yra neortogonalios. Ju persiklojimo integralas vadinamas Franko ir
Kondono (Franck — Condon) integralu. Tad mes skleidimo koeficiento neraSysime.

Toliau rasysime jieSkomas bangines funkcijas ir energijas trikdziy teorijos eilutés pavidale

@’ (R)=D'(R)S,, +® (R)+ D2 (R)+..
nm( ) n( ) n,m nm ( ) nm ( ) (3.31)

v _ TV (v 2)wv
E =E +E 5 +E°7 +
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ir Sias iSraiSkas statykime i (30) formulg, bei nepamirskime, kad operatorius A yra pirmos eilés

pataisa. Nulinio artéjimo nariams gausime trivialy rezultata

(E; -E)p,,[®) (R)®, (R)dR=(E} -E.b,,5,, =0 (3.32)
Toliau rasykime pirmos eilés narius

(Er -E; —E)5,,8,, + [ (RYOL (R)R)= A7, (3.33)
kur

A =@ (R)A,, @) (R)dR (3.34)

neadiabatiSkumo operatorius apstatytas adiabatinémis branduoliy funkcijomis. Surinkime

atitinkamus narius prie pirmos eilés pataisy

~E"5,,8,, - (E) -E} [ @ (R®L) (R)IR = A, (3.35)

nmOv v’ nm
Kai n=m ir v =v’gausime pataisa energijai

EM =—A) (3.36)
PrieSingu atveju bus pataisa banginei funkcijai

% (v _ AVV
[® (R)®\" (R)dR = — (3.37)

v
m n

IS karto matyti, kad adiabatinis arté¢jimas gerai tinka, kai

EY —E)|>> A, (3.38)

Naudojantis harmoniniu arté¢jimu (kuri nagrinésime kitame skyrelyje) ir osciliatoriaus banginémis
funkcijomis, galima parodyti, kad taip bus, kai

E' —E'|>>ho (3.39)

kur o vienas i§ didziausiy branduoliy svyravimu dazniy. Si nelygybé netenkinama metalams, nes
atstumai tarp energijos lygmenu yra mazi. Dielektriky pagrindinei bisenai ji kaip tik tenkinama
neblogai, nes aukStesniy biiseny energijos lygmenys dazniausiai yra pakankamai nutol¢ nuo
pagrindinés biisenos lygmeny.

Tgsiant pertubacing eilutg analogisku biidu toliau galima gauti ir aukStesnes pataisas, pvz.:

AVV AVV
EPY =y e (3.40)
iy B =

NeadiabatiSkumo pataisos paprastai yra mazos, bet kartais jos gali buti reikSmingos. Toliau savo
kurse mes naudosimés tik adiabatiniu artéjimu. Sie miisy i§vedziojimai turi ir kita prasme. Jie rodo

kaip saveikauja elektroniné posistemé su branduoliy svyravimais, t.y. parodo kokiu biidu siejasi du
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skirtingy tipu kristalo suzadinimai. Adiabatiné teorija taip pat svarbi jieSkant branduoliy
pusiausvyros padécCiy (pvz. kvantinés chemijos metodais), nagrin¢jant elektroninius Suolius, kiivio

pernasa ir t.t. Ji taip pat taikoma ir molekuliy kvantin¢je mechanikoje (kvantingje chemijoje).
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