G. Vektaris Kieto kiino fizika

AtvirkStiné gardelé. Briliueno zonos

Gardel¢je daugumas dydziy kaip ir pati gardelé yra periodiniai, pvz. atomy potencialai ir t.t.
Parodysime, kad atvirkStinés gardelés savoka atsiranda biitent dél Sio tiesioginés gardelés
periodiskumo.

Nagrin¢kime vienmatg gardelg ir tegul joje dydis U, pvz. potencialas yra periodinis

Ux)=U(x+na), (7.1)
kur x — koordinaté, n=0,£1,12,... sveikas skaiCius, a — gardelés konstanta. Akivaizdu, kad
periodinj dydi galima skleisti Furje (Fourier) eilute

2m

Ux)=S U« (7.2)

J=—o0

Skleidimo koeficientus galime gauti tokiu budu

xX;+a Tl

2mi
U,== [ Ue «"dx, (7.3)

1
a
ka galima patikrinti tiesiogiai jstatius U(x) skleidinj. Cia integravimo rézis x, parenkamas taip, kad

biity patogu integruoti, pvz. 0 arba — % arba dar kita verte.

Skleidinys i$ tikro tenkina periodiSkumo salyga

> ﬂ x+na had i@x .
UGx+na)=YUe « ™ =S Ue « ™ =U(x) (1.4)
I=—co J=—co
Pazymékime
g= 2—”1 (7.5)
a

ir pavadinkime tai atvirkstinés gardelés “vektoriumi”. Tada dydis

o

b (7.6)

a
bus pagrindinis atvirkStinés gardelés periodas (arba atvirkStinés gardelés konstanta). Pirma
Briliueno zona tai Vignerio ir Zeitco narvelis atvirkStin¢je gardel¢je. Visy Briliueno zony krastai
gali biiti uzrasyti taip

k=+S=4%

(SN[
SIS

! (1.7)

Pereisime prie auksStesniy dimensijy gardelés. Tegul dydis U yra periodinis trimatéje
gardeléje su periodisSkumu lygiu gardelés periodams

U(r)=U(r +n) (7.8)
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¢ia n kaip ir anksciau gardelés vektorius.

UzraSykime skleidini Furje eilute taip

Ur)=Y U™ (7.9)

nekonkretizuodami kol kas kintamojo g. Skleidimo koeficientus galime suskaiciuoti panasiai kaip

vienmaciu atveju, bet mes tuo nesidomésime. Mums svarbiausia bus dydzio U periodiSkumas

U(r+n)=Y U™ (7.10)
g

Taigi 18 ¢ia gausime tokia salyga

e =1, (7.11)
kuri bus tenkinama tik tada, kai

gn =27m , (7.12)
kur m — sveikas skaiCius.

Kaip prisimename 1§ anksc¢iau vektoriy n uzrasome taip

n=na, +n,a, +n,a,, (7.13)
tad g ir n sandauga galime uzrasyti taip

gn = n,ga, +n,ga, +n,ga, (7.14)

sulygine §ias abi lygybes, galime pastebéti, kad pirmoji bus patenkinta tik tada kai

ga, =27l
ga, =2nl, , (7.15)
ga, =27,

kur [,, 1, ir [; — sveiki skaiciai.
Iveskime naujus pagalbinius vektorius b, tokius, kad jie tenkinty sandauga
ab, =279, ,, (7.16)
ty. b, statmenas a,, jei indeksai i ir j nesutampa. Sutampantiems indeksams ju sandauga tiesiog

lygi 27 . Galime pastebéti, kad vektorius tenkinancius Sia sandauga galime uzraSyti taip

a, xa
blzzn#
a -a,xXa,
a, xa
b, =2 —3-"1 (7.17)
a,-a; xa,
a xa
b3:2ﬂ1—2
a,-a xa,

nes dviejy vektoriy vektoriné sandauga statmena Siems vektoriams arba lygi nuliui. Misri vektoriy

sandauga lygi tliriui gretasienio sudaryto i§ Siy vektoriy arba nuliui, jei bet kurie du vektoriai
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sutampa (arba yra lygiagretiis). Taigi uzrasius miisy vektoriy g per vektorius b jis tenkins visas

reikiamas savybes

3
g=1b, +Lb,+Lb, = Zlib

i=1

(7.18)

i

Vektoriy b, dimensija yra atvirkstiné ilgio dimensija. Todél gardelé sudaryta vektoriy
b,,b, ir b, pagrindu vadinama atvirkStine gardele. Matome, kad g tenkina tokio pacio tipo sarysi
kaip ir n tiesiogin¢je gardel¢je, todél jis vadinamas atvirkstinés gardelés postiimio arba transliacijos
vektoriumi, o b, vadinami atvirks$tinés gardelé pagrindiniai vektoriais arba periodais.

Gretasienis sudarytas 1§ vektoriy b, vadinamas atvirkstinés gardelés elementariu narveliu.

Jo tiir] (remdamiesi a xb xc =b(a-c)—c(a-b) lygybe) galima suskaiciuoti taip

Viw =b by Xb; =b, =( o1 )3(32><a3)-[(a3><al)><(al><a2)]:
a, -a, xa,
(7.19)
=( o1 )3(32Xa3)'{a1[(33Xal)'az]_az[(asXa1)'a1]}
a,-a, Xa,

ISmetus nulini narj ir cikliSkai perstate miSriy sandaugu narius vietomis, atvirkstinés gardelés turi
galime susieti su tiesioginés tiiriu

, __Cn) _eny

= 7.20
“ a -a,xa, v (7.20)

A Elementary narveli atvirkstin¢je gardeléje galima parinkti ir
kitaip. Nagrinékime atvirkstineés gardelés Vignerio ir Zeico
narveli. Tokio narvelio sienelé — tai plokStuma P iSvesta
statmenai gardelés vektoriui g = 0A, jungian¢iam pasirinkta

@® gardelés mazga O su artimiausiu mazgu A ir einanti per to
vektoriaus vidurio taska M. UZzrasSysime tos plokStumos (t.y.

P) lygti. PlokStumos tasky koordinates Zymésime vektoriumi

Q ® k . Plok§tumos normalés vienetinis vektorius n,. PlokStumos

lygtis tosko O atzvilgiu bus
k-n,=p, (721)

kur p = OM - atstumas nuo koordinaciy pradzios tasko O iki plokStumos P
2
p:§=@:_‘/; (7.22)

Kadangi g statmenas plokStumai P, tai normalé¢ bus
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n=2=% (7.23)
g g
Taigi
. é :% (7.24)
Arba
2k-g—g° =0 (7.25)

Tai ir yra plokStumos lygtis, kurios pavirSiumi slenka vektorius k. Parinkus normalés krypti
prieSinga, t.y. n, — —n,, gausime dar vieng pavirSiaus lygti

2k-g+g° =0 (7.26)

Tai bus plok§tumos lygiagre¢ios miisy pradinei plok$tumai P lygtis. Si naujoji plok§tuma pastumta
per per vektoriaus g ilgi. Taigi abi plokStumos yra to paties narvelio sienelés.

Maziausias atvirkstinés gardelés narvelis, kuri riboja tokios susikertancios plokStumos
vadinamos pirmaja Briliueno zona. Tolimesniy plok§tumy erdvé esanti uz pirmosios zonos
vadinama antraja Briliueno zona ir t.t.

Atvirkstiné gardelé ir Briliueno zonos yra labai glaudziai susij¢ su bangy difrakcija kristale.
Parodysime tai.

Tegul kristalu sklinga plokscioji banga,
kurios ilgis A, o normalés vektorius s (s=1).
Tai gali buti elektromagnetiné¢ banga arba de
Broilio (L. de Broglie) banga (pvz. elektrony
pluostelis). Nagrinékime Sios bangos difrakcija
Laués (M. F. T. von Laue) metodu.

Paveikslélyje parodyta gretimy kristalografiniy

plokStumy atomai A4 ir B. Atstumas tarp ju
A lygus gardelés konstantos a, moduliui.
I$sklaidytos bangos normalé s (s=1). Tarkime, kad $ia kryptimi dél interferencijos banga
stiprinama. Taip bus tada, kai
—as+a,s’=a,(s'—s)=12 (7.27)
[; — bet koks sveikas skaicius.

Trimatéje gardel¢je interferencinio stiprinimo salyga turi biiti tenkinama i§ karto visoms

trims kryptims, taigi
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a,(s’—s)=1A
a,(s'—s)=1LA (7.28)
a,(s'—s)=1LA
Sios formulés vadinamos Laués salygomis arba Laués lygtimis.
Sias lygis padauginus i§ 27 ir padalinus i§ bangos ilgio A, matyti, kad jos tampa jdentiskos
(7.15) formuléms. IS to iSplaukia, kad

2r , 2w

=—8 ——5 7.29
8= 1 (7.29)
Apibrézkime bangos vektoriy standartiniu biidu
2r
k=—s= 7.30
1 (7.30)
Tuomet formulé (7.29) supaprastéja
K-k=g (7.31)

Jei bangu vektoriy moduliai lygts £’ = k , tai i$ ¢ia (7.31) k perkélus i kita puse ir pakélus kvadratu
gausime
2kg+g° =0 (7.32)
t.y. Briliueno zonos krasty lyti (7.26).
Idomu metoda kaip geometriskai interpretuoti (7.31) Laués salygas pasiulé¢ Evaldas (P. P.
Ewald). Pradzioje sukonstruokime atvirksting gardele. Mes tam panaudosime dvimatj peSini. Jame
pavaizduokime bangos vektoriy k taip, kad jo
. o . . ¢ galas sutapty su kuriuo nors mazgu. Apie k

pradzios taska nubrézkime apskritima, kurio
. _ 2r .. .
spindulys buty & = - (erdvéje gautume rutulj,

vadinamaja Evaldo sfera). Jei S$is apskritimas
(sfera) eina per kuri nors atvirkStinés gardelés
mazga, tai duota kryptimi turésime interferncing
maksimuma. Taip yra, nes atvirkstinés gardelés
vektorius g jungia du atvirkStinés gardelés

mazgus, viena, kur baigiasi k ir kita, kur

stebésime sklaidytos bangos maksimuma. Taigi
naudodamiesi Evaldo sfera gausime visas kryptis,
kuriomis galimi interferenciniai maksimumai. Taigi formuluojame iSvada: kristalu sklindanti banga

atsispindi nuo atominiu ploksStumy,lygiagre¢iy Briliueno zonu sienoms, jei bangos vektorius k
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sutampa su kuriuo nors vektoriumi atvirkstinés gardelés erdvéje, iSvestu 1§ Briliueno zonos centro
iki bet kurios Briliueno zonos sienos. Kitais atvejais banga kristalu sklinda netrikdoma.
Iki Siol nagrinéjome kaip Briliueno zonos krastai uzraSomi bangos vektoriy k iSreiskiant

atvirkStinés gardelés vektoriais b;. Mums labiau jprasta matyti sandauga ka, ir taikyti Briliueno

zonos savoka jai. Tuo labiau, kad k daznai sutinkama kombinacijoje kn, pvz. ™. Tegul k
nukreiptas kryptimi lygiagrecia b;. Tada (7.25) ir (7.26) duos

b gt (7.33)
2 2

Dauginkime tai skaliariskai i$ a; ir gausime

—-n<ka <m (7.34)

Pazitrékime dabar prie ko veda Borno ir Karmano salygos. Tegul misy kristalas turi N,
mazgy iSilgai aSies a,. Viso kristale bus mazgy N = NN, N,. Prisiminkime, kad Blocho (F.Bloch)
teorema sako jog banginés funkcijos transliacijos pasekoje kinta taip

W, (r+n)=e"y, (r) (7.35)

kur & — bangos vektorius, r — koordinaté, n — transliacijos vektorius. Pritaik¢ cikliSkumo salygas

turésime

v, (r+aN, +a,N, +a,N,)=y,(r) (7.36)
bet iS kitos pusés

Y, (r+aN, +a,N, +a,Ny) = " @M aly, () (7.37)
Taigi gauname, kad

™M =1 (7.38)
arba

ka N, =2nl,, (7.39)

kur I, — sveiki skaiCiai. Matome, kad gavome sarysj labai panasy i (7.12), kur vietoje g stovi k ir

dar yra mazgy skaiciaus daugiklis. Pasiremdami tuo galime raSyti

/ 3]
k=lp 4+ lp, 4 bp =y by (7.40)
N, ' N, * N, <N,

Taigi baigtinis mazgy skaicius sudalina Briliueno zona i dalis ir k kinta diskretiskai, o ne tolydiskai.
Naudodamiesi Briliueno zonos kraSty salyga, galime gauti /; kitimo ribas, kurios bus analogiSkos
misy nagrinétos vienmatés grandinélés svyravimy atvejui, t.y.

NN (7.41)
2 2
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kai N; lyginis ir

N-l_, N-1

2 ! 2

kai N; nelyginis skaicius.
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(7.42)



