G. Vektaris Kieto kiino fizika

Vienmatés grandinélés turincios priemaiSinj atomg svyravimai

Nagrinékime svyravimus vienmatés granding¢lés, turin€ios mazge n=0 kitos rusies atoma
(priemaisa), kurio masé M,

skirtinga nuo kity mazgy maseés
M (kaip parodyta pieSinélyje).
Viso kristale tebunie N mazgy.
Tegul jégos konstanta tarp
priemaiSinio atomo ir gretimy

atomy yra ta pati kaip tarp

reguliariy grandinélés atomy, s s
ty. C,, =C. Ir tegul priemaisa

mazai deformuoja gardelg, tad

gardelés konastanta a nepakinta

jos aplinkoje. Tokiomis

savybémis pasizymi izotopin€s priemaisos. s, — n-t0jo mazgo postimis i§ pusiausvyros padéties,
priemaiSos bus sy. Tegul miisu vienmatis kristalas tenkina Borno ir Karmano (ciklines) salygas.
Rasykime toliau Niutono judéjimo lygtis artimiausiy kaimyny modelyje.

d’s,

==C(25, = 5,1 =,1) ~AMS, , — 2t (13.1)

2
d-s,

M
dt*

PriemaiSinio mazgo judé¢jima mes uzraSéme kaip trikdi (pertubacija), kur AM =M, —-M .

Akivaizdu, kad paskutinis narys nenulinis tik jam, t.y. kai n=0. Tokio tipo uzdaviniai paprastai
sprendziami naudojantis jdealaus kristalo (be priemaiSos) savokomis ir rezultatais. Tad pereisime

prie normaliyjy koordinaciy (nors jos ir nebus priemaisSinio uzdavinio sprendinys)

1 ik
S, =—— » s "™ 13.2
] WZ (13.2)

¢ia k kaip visuomet kinta i§ pirmosios Briliueno zonos

21

—nt<ka<m;, k=—1I, [=0,£1,%2,... (13.3)
Na
o funkcijos ﬁei""”“ tenkina tokias savybes (kuo nesunku isitikinti atlikus (geometrinés) eilutés

sumavima)
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1 tina
*ina(k—-q) _
~Ye =5,
N z »q

. " (13.4)
_Zeiika(nfm) — 5nm
N % ’
tad visuomet galima nuo s, pereiti prie sy ir grizti atgal reikalui esant. Taigi
1 ikna
s, =— ZSke
*/lﬁ k (13.5)
Sg=——=) §
0 \/ﬁ ; k
Toliau jieSkosime sy i§vestinés
d’s, M d’s  _u C il AM d’s
= Lo = ——— N (25, =5, —5,_ )" ———L=
dtz \/N ; dtz \/N ;( n n+l n—l) \/ﬁ dtz
s (13.6)
=-M®’(k)s, - AM — d
(s, N 2 dt*

Jei nebiity paskutinio nario, turétume iprasta nepriklausomy osciliatoriy sistema ir s; bty

o 4C . s ka _ . N D
normalioji koordinaté, o @*(k) = ﬁsm2 > misy jau gerai pazistamas grandin¢lés be priemaisos

svyravimo (normalusis) daznis. Paskutinis narys visus osciliatorius suriSa (sumaiso). Jei paimsime

s tokiame pavidale
s, =sie’™ (13.7)

taip atsikratysime antry i§vestiniy pagal laika ir gausime algebriniy lygciy sistemg amplitudei s,

@AM Y s (13.8)

o -tk =-= - Xs;

q

Sia lygti nesunku i3spresti atlikus keleta algebriniy pertvarkimy. Visus juos nuosekliai i§radysime

. 0*AM 1 .
__ _ Y

- q

g MN o -w’(k) (139

q

toliau sumuokime abi lygties puses pagal visus k&

«_ O'AM 1 .
D si = TN [sz_wz(k)]isq (13.10)

k k q

Abiejose pusése stovi ta pati suma pagal svyravimy amplitudes ir ji lygi nulinio (priemaisinio)

mazgo svyravimo amplitudei

(13.11)

1
Sg :ﬁzk:s:

kur s, siejasi su savo amplitude s; analogiSkai sy, t.y.
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(13.12)

Taigi, jei priemaiSinio mazgo svyravimo amplitudé ne nuliné (o mes skaitysime, kad taip ir yra), tai

padaling 1§ jos abi lygties puses gausime lygti svyravimo dazniui @

o’ AM z 1

Dydis

1
Gn,m (w) = Gn—m,O (w) = Gn—m (w) = ﬁ

=1
MN < o* -’ k)

e
Lo o

ik(n—m)a

(13.13)

(13.14)

vadinamas idealaus kristalo (grandinélés) Gryno (Green) funkcija svyravimams, tad misy lygtis

persiraSys taip

M
0’ AM

Goo(0)=—

(13.15)

o0 n-tojo mazgo nukrypimas nuo pusiausvyros padéties s, iSsireiks per s,

0’ AM

S, == G,,(0)s,

" M

(13.16)

s, dydis apsprgs priemaiSinio mazgo svyravimo amplitudg ir turéty buti uzduotas kaip pradiné

salyga, o svyravimo daZznis @ gaunamas sprendziant lygti (13.15). Pazitréjus i Gryno funkcijos

iSraiska, galima suprasti, kad misy lygtis dazniams turés iki N sprendiniy ®”. Konkreéias jy

iSraiSkas galima gauti tik suskaiciavus Gryno funcijas G, ,(®) ir iSsprendus lygtj (13.15). Kadangi

tokio tipo uzdaviniy kieto kiino fizikoje labai daznai pasitaiko, tad yra prigalvota visokiausiy Gryno

funkciju skai¢iavimo biidy. Mes paminésime tik du i$ jy. Tai (a) grafinis budas labai vaizdziai

iliustruojantis sprendinius ir gerai tinkantis, kai N yra nedidelis skaiius ir (b) sumos ketimas

integralu, esant dideliems A, ir jo integravimas naudojantis kompleksinio kintamojo funkciju

Gyoplw) ¢=-09 ¢=-05 a=-02
g N
/\})ﬁ Nas
20
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teorija.

Spreskime uzdavini grafiniu
biidu. PieSinuke pavaizduota Gryno
funkcija G, (@), esant N =10, ir

a)2:4£:1, bei dydis —
‘M ®’AM

kelioms ——=a vertéms. Abieju
M
funkcijy susikirtimo taskuose

turésime sprendinius, kurie atitinka
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grandinélés su priemaiSa svyravimo daznius. Vertikalios linijos atitinka idealios (be priemaiSos)

s .. . AM .. D y g s
grandin¢lés daznius. Kai Y2 >0 (kas atitinka sunkesni priemaiSos atoma uz kitus grandinélés

atomus M, > M), tai kreivés susikerta apatiniame (ketvirtame) kvadrante ir gauname, kad dazniai

(energijos lygmenys) pasislenka. Bet jei 7< 0 (ty. priemaiSa lengvesné¢ uZz reguliarius

grandin¢lés atomus M, < M), tai kreives kertasi virSutiniame (pirmame) kvadrante ir be daZniy

(energijos lygmenuy) pasislinkimo, dar turésime nauja dazni (lygmeni) kuris yra atokiau nuo kity
dazniy. Tokie dazniai (lygmenys) vadinami priemaiSiniais arba lokaliniais. PriemaiSinio lygmens
padétis priklauso nuo priemaiSos masés. Tai natliralu, nes lengvas atomas virpa didesniu dazniu ir
tas daznis gali buti netgi gerokai nutolgs nuo grandinélés dazniy juostos.

Grafinis btidas nors ir yra labai vaizdus, bet visiSkai netikslus ir prastai tinka, kai mazguy
skai¢ius N grandin¢léje yra labai didelis. Galime tik pasakyti, kad dazniy juosta bus labai tanki
(kvazitolydinis spektras) ir lygmenys juostoje pasislinks labai mazai. Daznius atskilusius nuo
juostos (priemaiSinius daznius) geriau nagrinéti kitais buidais, pvz., suskaiciuoti Gryno funkcija
naudojantis kompleksinio kintamojo funkcijy teorija (ar kokiu kitu biidu) ir po to iSspresti lygti
priemaiSniams dazniams. Tai mes ir padarysime. Pradzioje naudojantis 8 skyriaus (“Biiseny
tankis”) rezultatais, Gryno funkcijos iSraiSkoje keiskime sumavima integravimu pirmoje Briliueno

zonoje pagal k

zbgsﬁEij (13.17)
k 272’- T
turésime
1 ] ei\l\go
G,(0)=— d 13.18
(@)= ] 4% (13.18)

=@’ —w; sin’ EY

kur panaudoti tokie pazyméjimai [=n-m, @; = 4% , @ =ka . Toliau sinusa keiskime i eksponenciy

skirtuma ir kelkime kvadratu

ip _ ~ip
sin? @ -_¢ =2Fe” (13.19)
4
bei atlikime tokj kintamojo ¢ pakeitima
e’ =zirdp= —i% (13.20)
z
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Tada Gryno funkcija iSsireiks integralu uzdaru kontiiru kompleksinéje plokStumoje z. Kontiiras bus
vienetinio spindulio apskritimas apie koordinaciy pradzia
2i !

G(o)=—2 d 13.21
)= o v iz ) (13-21)

Arba atlikus keleta pertvarkymy ji atrodys taip

U

2i z
G (@) =-— $ ———dz (13.22)
¢ 22-2(1-2—)z+1

0]

0

Toliau norint suintegruoti §j integrala, reikia rasti pointegrinés funkcijos polius (vardiklio nulius)

0)2
22—2(1—2F)z+1:0 (13.23)

0

Sprendinys uzrasomas standartiskai

2 2 2 2
2, =(1-229+ Ja-22 y —1=0-22H+22 |2 (13.24)
’ COO a)o COO a)O a)O

dar galime pastebéti, kad sprendiniai tenkina z, -z, =1. Priklausomai nuo santykio —, z, ir z,
0

lgyja arba dvi realias reikSmes arba dvi kompleksiSkai sujungtines. Kai o < ®,, z, ir z, igyja
komleksiskai sujungtines reikSmes ir jos guli tiksliai ant integravimo konttro. Esant @ > w,, abi
reikSmés z, ir z, yra realios ir viena i$ juy yra integravimo kontiiro viduje (ta kuri moduliu mazesné
uz 1, o tai bus ta Saknis kurios 18raiSkoje stovi + Zenklas), o kita — iSoréje. Tegul viduje buna z, t.y.
sprendinys su pliusu. Kai abi reikSmés guli ant integravimo kontiiro, ji galima nezymiai deformuoti
(pvz., kei¢iant @ — w +ie, € — +0) ko pasekoje vienas sprendinys paklius i integravimo konttro
vidy, o kitas 1 iSor¢. Bet miisy daugiau tokie sprendiniai nedomins, nes jie atitinka kvazitolydini
spektra. Toliau, perraS¢ Gryno funkcija taip

Il

212 § z s
W, * (z—z,)(z—z,)

G (w)=— (13.25)

galime ja suintegruoti naudodamiesi rezidiumy teorija i§ kompleksinio kintamojo funkcijy teorijos,

kuri sako, kad jei turime integrala uzdaru kontiiru apie taska a tai
$ EACI A 2m’Res[M] = 27tif (a) (13.26)
zZ—a z—a

Tuo biidu Gryno funkcijai turésime tokj rezultata
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w* o |0 :
(1-255)+2— |7 1
4 ZIM ~ , , \| @,

G, =— = 13.27
@) ®; (z,—z,) co\/oo2 —w; ( )

Nors §i Gryno funkcija svarbi skai¢iuojant svyravimo amplitudes, bet lygties sprendimui tereikia

funkcijos G,(w) = G, (®). Ji yra Zymiai paprastesné

Gwy=— 1 1 (13.28)
@, (2, —z,) Ct)\/a)2 —a)j
Ir lygtis svyravimy dazniams persirasys taip
! =- 2M (13.29)
a)\/a)z — a)g o' AM
Supaprastinus $ia lygti ir pakélus kvadratu, gausime sprendini
2
0= P (13.30)

(M ’
M
Keliant kvadratu, daznai atsiranda paSaliniu Saknuy (nes prarandamas zenklas), tad sprendinius
visada reikia patikrinti ar jie i$ tiesu teisingi. Jei pazitirésime i lygties iSraiSka, tai galima pamatyti,

kad ji turés sprendinj tik kai % < 0 (matyti 1§ Zenkly suderinamumo). IS kitos pusés atskilusius

daznius gausime kai @ > @, (nes tai ir yra priemaiSinio daznio atskilimo nuo juostos salyga). Taip

bus tik kai

(%) >0 (13.31)

Maziausia priemaiSos masé gali biiti lygi nuliui, o didziausia — zymiai didesné uz reguliariuy
grandinélés molekuliy (begaling), t.y.
0<M,, <oo (13.32)
arba
~M < AM < oo (13.33)
kas atitiks

_13%90 (13.34)

ReiSkia priemaiSiniai (lokaliniai) lygmenys bus atskile nuo juostos tik kai priemaisa turés mazesng

masg negu eiliné grandin¢lés molekulé
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—1<%<O,arba0<M, <M (13.35)
M imp

Sioje srityje kaip tik ir galioja formulé (13.30).
Idomus ir tokiy priemaiSiniy svyravimy pobidis. IS (13.16) formulés matome, kad

svyravimy amplitudes s, apsprendzia Gryno funkcija G, (@), o ji pagal (13.27) formulg

proporcinga z,', kur —1<z, <0. Taigi z', didéjant laipsnio rodikliui » artés i nulji eksponentiniu
greiCiu (t.y. labai greitai). Artéjimo greitj apspres priemaiSinio lygmens padétis. Kuo jis bus toliau
nuo kvazitolydiniy daZzniy juostos tuo grei¢iau mazés svyravimo amplitudés tolstant nuo
priemaiSinio mazgo. Reiskia tokie svyravimai apima tik nedidelg srit{ apie priemaiSa. D¢l to
priemaiSiniai dazniai (lygmenys) labai daznai vadinami lokaliniais, nes svyravimai yra lokalizuoti
priemaiSos artimiausioje aplinkoje lyg svyravimas (fononas) biity prilipgs prie priemaisos. Dar

galima pastebéti, kad gretimi mazgai svyruos prieSingomis fazémis, nes z, mazesnis uz vieneta.
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